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1. Efektivna i srednja vrijednost vremenskih promjenljivih napona i struje

Efektivna, srednja, srednja ispravljena
vrijednost vremenski periodičnog napona i struje sastavljenoga od trokutnog,
kvadratnoga i sinusnog valnog oblika, tjemeni faktor i faktor oblika, uvodna
teorija, izrađeni primjeri, zadaci za rad studenata.
Dokument sa zadacima: Poglavlje 1


2. Priključenje R; L i C na vremenski promjenljive struje i napone





2. Priključenje R; L i C na vremenski promjenljive struje i napone

Određivanje napona i struja u RLC krugovima priključenih na vremenski
promjenljiv valni oblik, uvodna teorija, izrađeni primjeri, zadaci za rad
studenata.

3. Prijelazne pojave





3. Prijelazne pojave




4. Fazorski račun i priključak R, L i C elemenata na izmjenični sinusni napon





4. Fazorski račun i priključak R, L i C elemenata na izmjenični sinusni napon



5. Električna snaga kod izmjenične struje





5. Električna snaga kod izmjenične struje

Djelatna, radna i prividna snaga u
izmjeničnim strujnim krugovima, kompenzacija jalove snage, teorem maksimalne
snage, uvodna teorija, izrađeni primjeri, zadaci za rad studenata
Dokument sa zadacima: poglavlje 5


6. Impedancija i admitancija





6. Impedancija i admitancija



7. Rezonancija





7. Rezonancija

Strujna i naponska rezonancija, faktor
dobrote rezonantnog kruga, uvodna teorija, izrađeni primjeri, zadaci za rad
studenata
Dokument sa zadacima: poglavlje 7


8. Rješavanje složenih strujnih krugova metodom konturnih struja





8. Rješavanje složenih strujnih krugova metodom konturnih struja



9. Nortonov i Theveninov teorem





9. Nortonov i Theveninov teorem

Određivanje napona i struje u pojedinom
dijelu složenog kruga primjenom Nortonovog i Theveninovog teorema, uvodna
teorija, izrađeni primjeri, zadaci za rad studenata
Dokument sa zadacima: poglavlje 9


10. Krugovi sa međuinduktivnim vezama





10. Krugovi sa međuinduktivnim vezama



11. Trofazne mreže, nesimetrična trošila





11. Trofazne mreže, nesimetrična trošila



12. Trofazne mreže, prekid vodiča i kratki spoj





12. Trofazne mreže, prekid vodiča i kratki spoj



13. Transformator





13. Transformator

OPS/content/images/AV13_OE2_S.pdf


AV13-OE2_stručni TRANSFORMATOR mr.sc. Venco Ćorluka 


 


13.  TRANSFORMATOR 


 


Realni transformator sa željeznom jezgrom 


 


Odnosi u transformatoru: 


 1 2 1
1 1 2 2 1 2


2 1 2


; ( )
U I N


n U I U I S S VA
U I N


             (13-1) 


Radne snage na primaru i trošilu: 


 
1 1 1 1 2 2 2 2cos( ); cos( ) ( )P U I P U I W             (13-2) 


Gubici transformatoru: 


 
2


2 2 1
1 1 2 2 ( )g Cu Fe


g


U
P P P I R I R W


R
             (13-3) 


Svođenje sekundarnih veličina na primar: 


2 2


' ' ' '1 2 1 1
2 22 2 2 2 2 2


2 1 2 2


; ; ; ;
N N N N


U U I I R R X X
N N N N


   
          


   
    (13-4) 


Korisnost transformatora: 


 2 2 2 2


1 2 2 2


cos( )


cos( ) Fe Cu


P U I


P U I P P


  
  


    
       (13-5) 
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AV13-Z1 Transformator s jezgrom od izolatora (Slika 13.1) ima sljedeće karakteristike: E = 


20 V, N1 = 50 zavoja, N2 = 500 zavoja, L1 = 0,003 H, L2 = 0,3 H, R1 = 2 , R2 = 


100 , R = 200 , K1 = K2 = 0,5,  = 1000 rad/s. Odredite struje I1 i I2. 


+E1 jX1 jX2


SLIKA 13.1


R


R2R1


I1 I2


 
 
Rješenje: 
 
Reaktancije su: 
 


1 1 2 2 1 23 ( ); 300 ( ); 15 ( )L L M L LX L H X L H X k X X H          


 
Neka je smjer obilaska petlji u negativnom matematičkom smjeru te su jednadžbe KZN uz nesuglasan 


spoj svitaka: 


 


 1 1 21 1 0L ME I R jX I jX        


 


 2 12 2 0L MI R R jX I jX        


 


Iz druge jednadžbe izrazimo struju I2 i uvrstimo u prvu iz koje nađemo struju I1, a zatim struju I1: 
 


  


 1 1 11 1


2 2


0M
L M


L


jX
E I R jX I jX


R R jX
      


 
 


 
0


1


0


2 1


2 2


3,79 4,19 5,64 / 47,86 ( )


0,20 0,01 0,2 / 2,86 ( )M


L


I j A


jX
I I j A


R R jX


   


     
 


 


 


 


AV13-Z2 Jednofazni transformator nominalne snage 10 kVA i primarnog napona 220 V ima 


ove podatke: gubici praznog hoda pri nominalnom naponu su 50 W, gubici kratkog 
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spoja pri nominalnoj struji su 150 W, struja praznog hoda iznosi 3% nominalne i 


napon kraktog spoja 8% nominalnog. Sekundarni napon je 110 V. Nacrtajte 


ekvivalentnu shemu transformatora reduciranog na primar i izračunajte vrijednosti 


elemenata nadomijesne sheme uz uvjet da su reducirani sekundarni otpori jednaki 


primarnima. 


Rješenje: 


 


Nadomjesna shema dana je na slici 13.2 


 


R1


U1


XL1


R2'


XL2'


R0 Xm U2'


I1
I0


I2'


 
 
Nazivne struje primara i sekundara su: 
 


1 2


1 2


45,45 ( ); 90,90 ( );n n
n n


n n


S S
I A I A


U U
     


 


 


Napon kratkog spoja i struja praznog hoda su: 
 


 


1 0 0 117,6 ( ); 1,36ks k n nU u U V I i I       


 


Djelatni otpori namota za kratki spoj uz zanemarenje poprečne grane u nadomjesnoj shemi iznose: 


 


1


0,38 ( )ks
ks


n


U
Z


I
    1 2


1


0,036 ( )
2


ks


n


P
R


I
 



  


 


Ovo je ujedno i sekundarni otpor reduciran na sekundarnu stranu: 
 


2 1 0,036 ( )cR R    


 
Uz istu aproksimaciju nađemo impedanciju kratkog spoja: 


 


 


1


0,38 ( )ks
ks


n


U
Z


I
    


 
Rasipna reaktancija primara je: 
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2 2


1 1


1
0,19 ( )


2
L ksX Z R       


 


Ovo je ujedno i rasipna reaktancija sekundara svedena na primar: 
 


2 1 0,19 ( )L c LX X    


 
Iz praznog hoda uz zanemarenje otpora i rasipnih reaktancija nađemo R0 i XM: 


 
2


1
0 0


0 0


1
968 ( ); 0,00103 ( )nU


R G S
P R


       


 


Prividna vodljivost je; 


 


0


1


0,0062 ( )p


n


I
Y S


U
    


 
Susceptancija poprečne grane je: 


 


2 2


0 0,0061 ( )M pB Y G S     


 
Na kraju reaktancija magnetiziranja iznosi: 


 


 
1


163,62 ( )M


M


X
B


    


 


 


AV13-Z3: Jednofazni transformator nominalne snage S = 50 kVA i 2300/230 V ima R1 = 0,5 


 i R2 = 0,005  te gubitke u željezu PFe = 290 W. Treba izračunati stupanj 


korisnog djelovanja za opterećenje: a) 50 kVA , cos2 = 1, b) 5 kVA, cos2=1 i 


c) 50 kVA, cos 2 = 0,8. 


Rješenje: 


Prijenosni omjer transformatora je: 


 


1


2


10n


n


U
n


U
 


 


a) St = 50 kVA;  cos(φ2)=1 


Struje sekundara i primara su: 


2
2 1


2


217,39 ( ); 21,73 ( )t


n


S I
I A I A


U n
   


 


Ukupna djelatna snaga transformatora: 


2 2


1 1 1 2 2 0 1cos( ) 50762,6 ( )tP I R I R P S W         
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Stupanj korisnog djelovanja je omjer djelatne snage trošila i djelatne snage primara: 


1


1


cos( )
0,984tS


P







 


 


b) St = 5 kVA;  cos(φ2)=1 


Struje sekundara i primara su: 


2
2 1


2


21,739 ( ); 2,173 ( )t


n


S I
I A I A


U n
   


 


Ukupna djelatna snaga transformatora: 


2 2


1 1 1 2 2 0 1cos( ) 5294,7 ( )tP I R I R P S W         


Stupanj korisnog djelovanja je omjer djelatne snage trošila i djelatne snage primara: 


1


1


cos( )
0,944tS


P







 


 


c) St = 50 kVA;  cos(φ2)=0,8 


 


Struje sekundara i primara su: 


2
2 1


2


217,39 ( ); 21,73 ( )t


n


S I
I A I A


U n
   


 


Ukupna djelatna snaga transformatora: 


2 2


1 1 1 2 2 0 1cos( ) 40762,6 ( )tP I R I R P S W         


Stupanj korisnog djelovanja je omjer djelatne snage trošila i djelatne snage primara: 


1


1


cos( )
0,981tS


P







 


 


 


 


AV13-Z4: Na transformatoru su obavljena mjerenja i rezultati su za prazni hod: U1 = 3530 V, 


U2 = 182 V, P0 = 198 W, a za kratki spoj: Ik=1,42 A i Pk=159 W. Koliko je stupanj 


korisnog djelovanja za snagu sekundara od P = 6 kW? 


 


Rješenje: 


 


P1 = 6425,8  (W);   Pt = 6000  (W); η = Pt / P1 = 0,93 
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AV12-Z5: Jednofazni transformator nominalnih napona U1 = 10000 V i U2 = 500 V ima 


omjer gubitaka PCu/PFe =1,5, opterećen je trošilom snage S2 =100 kVA i cos φ2 = 1, 


pri čemu je djelotvornost η = 0,95. Odredite otpore svitaka ako je prijenosni omjer 


n = U1/U2 = 20, a R1 = R2', Xr1 = Xr2'. 


 


Rješenje: 


 


R1 = 15,8  (Ω) = R2';   R2 = 39,47  (m Ω) 


 


AV12-Z6:Jednofazni transformator nominalne snage 100 kVA i napona 1000/230 V; 


frekvencije f = 50 Hz ima u1k (%) = 5,5 %. Ako su gubici kratkog spoja P1k = 800 


W, treba odrediti impedanciju kratkog spoja Zk , uz pretpostavku da je R1 = R2' , 


Xr1 = Xr2' 


Rješenje: 


 


 01


1


0,55 / 81,63 ( )k
k


k


U
Z


I
    


' 
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11. TROFAZNE MREŽE – NESIMETRIČNA TROŠILA 


 


 


1) Spoj zvijezda-izvor i zvijezda-trošilo 


 


 
 


Slika: 11.1 


 


U spoju zvijezda slika 11.1 fazni naponi izvora su: 


 


 0 0 0


1 2 31 1 1/ 0 ( ); / 120 ( ); /120 ( )E E V E E V E E V            (11-1) 


 


Linijski naponi su: 


 


12 1 2 23 2 3 31 3 1; ; ( )E E E E E E E E E V             (11-2) 


 


Struja trošila: 


 


1 2 300' 00' 00'
1 2 3


1 2 3


; ; ( )t t t


E U E U E U
I I I V


Z Z Z


  
          (11-3) 


 


Napon između zvjezdišta trošila i izvora je: 


 


 1 1 2 2 3 3
00'


1 2 3


E Y + E Y + E Y
U = (V)


Y + Y + Y


  
        (11-4) 


 


Za spoj zvijezda izvora i trošila vrijedi: 


 


 ; 3f L fLI I U I             (11-5) 


 


U simetričnom trofaznom sustavu suma struja jednaka je nuli, a u nesimetričnom različita od nule.  
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2) Spoj zvijezda-izvor i trokut-trošilo 


 


 
Slika: 11.2 


 


Za spoj trošila u trokut  slika 11.2 fazni naponi jednaki su linijskim naponima, a linijska struja je za 3  


veća od fazne struje i može se pisati: 


 


 1 1 3 2 2 1 3 3 2; ; ; ; 3t t t t t t L ff LI I I I I I I I I U U I I              (11-6) 


 


Struje trošila su: 


 


 12 23 31
1 2 3


12 23 31


; ; ( )t t t


E E E
I I I A


Z Z Z
            (11-7) 
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AV11-Z1: U shemi na slici 11.1 odrediti struju I0 kroz nulti vodič. Zadano je: Z1 = 3+j4 , Z2 = 6+j8 , 


Z3 = 12 + j16  i linijski napon Ul = 173 V. 


Z1


Z3 Z2


1


0


3


2


SLIKA 11.1
 


Rješenje: 


 


Prvo se odrede fazni naponi izvora: 


0


1 / 0 99,88 ( )
3


L
f


U
U V    


0 0


2 / 120 99,88 / 120 49,24 86,50 ( )
3


L
f


U
U j V        


0 0


2 /120 99,88 /120 49,24 86,50 ( )
3


L
f


U
U j V      


Iako je trošilo nesimetrično opterećeno, zbog postojanja nul vodiča fazni naponi na trošilima jednaki su faznim 


naponima izvora: 


 
0 0 0


1 1 2 2 3 399,88 / 0 ( ); 99,88/ 120 ( ); 99,88/120 ( )t f t f t fU U V U U V U U V         


 


Fazne struje trošila jednake su linijskim strujama: 


 


01
1


1


02
2


2


03
3


3


11,98 15,98 19,97 / 53,13 ( )


9,91 1,19 9,98 / 173,13 ( )


1,96 4,59 5,00 / 66,86 ( )


t


t


t


U
I j A


Z


U
I j A


Z


U
I j A


Z


    


     


   


  


Struja neutralnog vodiča dobije se preko KZS za zvijezdište trošila: 


 
0


1 2 3 4,03 12,58 13,21/ 72,23 ( )NI I I I j A         
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AV11-Z2: Odredite pokazivanje vatmetara u shemi na slici 2 ako je: Ul = 127 V, R=XL=XC=100 . 


 


R


1


3


2


SLIKA 11.2


XC


XL


W


W


 


Rješenje: 


Trošilo je nesimetrično opterećeno u zvijezda spoju bez nul vodiča, fazni naponi trošila nisu jednaki faznim 


naponima izvora. Da bi se odredili fazni naponi trošila potrebno je naći napon između zvijezdišta izvora i trošila 


U00' . Prije toga treba definirati fazne napone izvora:  


0


1


0 0


2


0 0


3


/ 0 73,32 ( )
3


/ 120 73,32 / 120 36,66 63,50( )
3


/120 73,32 /120 36,66 63,50( )
3


L
f


L
f


L
f


U
U V


U
U V


U
U V


 


      


    


 


Napon između zvijezdišta trošila i izvora uzračuna se pomoću Millmanovog teorema: 


 1 2 3 0


00'


1 1 1
0,01 ( ); 0,01 ( ); 0,01 ( )


53,67 / 0 ( )


L C


L C


f f fL C


L C


G S B S B S
R X X


U G U jB U jB
U V


G jB jB


     


     
  


 


  


Sada su naponi na trošilima prema KZN: 
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1 1 00 '


2 2 00 '


3 3 00 '


127 0 ( )


17,01 63,50 ( )


17,01 63,50 ( )


t f


t f


t f


U U U j V


U U U j V


U U U j V


   


   


   


  


Fazne struje trošila su: 


1 2 3
1 2 31,27 0 ( ); 0,63 0,17; 0,63 0,17 0 ( )t t t


L C


U U U
I j A I j I j j A


R jX jX
           



  


Vatmetri mjere linijske struje faza 1 i 3 i linijske napone U13 i U32. Linijski naponi su: 


12 1 2


23 2 3


31 3 1


109,98 63,5( )


127 ( )


109,98 63,5( )


f f


f f


f f


U U U j V


U U U j V


U U U j V


   


   


    


  


13 31 32 23109,98 63,5 ( ); 127 ( );U U j V U U j V         


Prividne snage preko napona i struja vatmetra su: 


*


11 13


*


22 32


139,68 80,64 ( )


21,60 80,64 ( )


S U I j VA


S U I j VA


   


    
  


Pokazivanja vatmetra su: 


1 1 2 2Re( ) 139,68 ( ); Re( ) 21,60 ( )P S W P S W       


 


AV11-Z3: Za trofazno trošilo prema slici 11.3 odredite sve linijske i fazne struje, sve reaktivne snage faza 


i ukupnu reaktivnu snagu. Zadano je Uf = 127 V, XL = 22  i XC = 11 . 


XC


XL


XC


+     E1


+   E2


+E3


A


B
C


SLIKA 11.3
 







AV11-OE2-stručni Trofazne mreže-nesimetrična trošila Dr.sc. Venco Ćorluka 
 
Rješenje: 


Kako je trošilo u trokut spoju fazne struje se nađu iz Ohmovog zakona preko linijskih napona i faznih impedancija. 


Pretpostavljeni smjerovi faznih struja su u smjeru kazaljke na satu. Linijski naponi su: 


0


0


3 220 0 ( )


/ 120 109,98 190,5 ( )


/120 109,98 190,5 ( )


AB f


BC AB


CA AB


U U j V


U U j V


U U j V


   


    


   


  


10 ( )


17,31 10 ( )


17,31 10 ( )


AB
AB


L


BC
BC


C


CA
CA


C


U
I j A


jX


U
I j A


jX


U
I j A


jX


  


  



   



  


Linijske struje nađu se preko KZS za svaki čvor: 


 


 


17,31 0 ( )


17,31 0 ( )


34,63 0 ( )


A AB CA


B BC AB


C CA BC


I I I j A


I I I j A


I I I j A


   


   


    


  


Reaktivne snage trošila svake faze su: 


 


 


2


2


2


2199,41 ( )


4398,82 ( )


4398,82 ( )


AB AB L


BC BC C


CA CA C


Q I jX VAr


Q I jX j VAr


Q I jX j VAr


  


    


    


  


Ukupna reaktivna snaga je zbroj svih reaktivnih faznih snaga: 


6598,23 ( )AB BC CAQ Q Q Q j VAr       


 


AV11-Z4: Na trofaznu mrežu faznih napona Uf = 3 X 110 V priključeno je  trošilo spojeno u trokut prema 


slici 11.4. Impedancije pojedinih grana su: Z1 = 14,1 ; Z2 = 10 – j10 ; Z3 = 10 + j10 . 


Odrediti  ukupnu radnu snagu P i reaktivnu snagu Q.  
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Z1


U2


Z2
U3


U1


SLIKA 11.4


Z3


I1


I2


I3


 


 


 


 


 


 


Rješenje: 


IZ1 =13.5125  (A);   IZ2 =3.4869 -j13.0131  (A);   IZ3= 3.4869 +j13.0131  (A) 


P1 = 2574,5  (W);    P2 = 1815  (W);   P3 = 1815  (W);   P = 6204,5 W;   Q = 0  (Var) 


 


AV11-Z5: Potrebno je izračunati struju 0-voda u spoju prema slici 11.5, ako je spoj napajan 


simetričnim direktnim sustavom napona 3x400 V. 


 


Slika: 11.5 


Rješenje: 


I0 = 63  (A) 


 


AV11-6: U shemi na slici 11.6 treba odrediti što pokazuju vatmetri i izračunati ukupnu radnu snagu 


sustava. Zadano: R = 30  (W), XC = 30  (W),Z = 30/60°  (W) i linijski napon 420  (V). 
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Slika: 11.6 


Rješenje: 


PW1 = -2152  (W);   PW2 = 10972  (W); P = PW1 + PW2 = 8820  (W) 
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12. TROFAZNE MREŽE – PREKID VODIČA I KRATKI SPOJ 


 


 


AV12-Z1: Na nesimetričnom trofaznom trošilu (Slika 12.1) koje je priključeno na simetrični generator 


linijskog napona Ul = 380 V došlo je do prekida u fazi CB. Ako su u tome slučaju linijske struje 


IB = IC = 1 A, a ukupna djelatna snaga trošila P = 100 W odredite R, X1 i X2. 


 


R X2


C


X1


R
B


A


SLIKA 12.1
 


 


Rješenje: 


 


Linijski naponi su: 


 
0380 0 ( )


190,00 329,08 ( )


190,00 329,08 ( )


AB


BC


CA


U j V


U j V


U j V


 


  


  


  


 


Linijska struja IB jednaka je faznoj struji IAB : 


 


1


1


1 ( ); 380 ( )AB AB
AB


AB


U U
I A X


X I
       


Linijska struja IC jednaka je faznoj struji ICA : 


 


380 ( )CA
CA


CA


U
Z


I
     


Djelatna snaga razvija se samo na radnom trošilu u fazi CA: 


 


2
100 ( )


CA


P
R


I
     


 


2 2


2 366,60 ( )CAX Z R      
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AV12_Z2: Struja kratko spojene faze C trošila spojenog u zvijezdu jednaka je nuli (Slika 12.2) uz ZB = 


10 . Nađite impedanciju u fazi A. 


 


ZB


ZA


ZC


C


B


A


SLIKA 12.2
 


 


Rješenje: 


 


Ako je struja faze C nula iz KZS za zvijezdište trošila slijedi da je IA = -IB. Kako je faza C kratko spojena, fazni 


naponi na fazama A i B jednaki su linijskim naponima: 


 


1 1;A B


A B


U U
I I


Z Z
    


Izjednačavanjem modula ove dvije struje dobije se prividni otpor ZA: 


 


10 ( )A BZ Z     


 


Kako je IA = -IB znači da fazori struja IA i IB moraju biti u protufazi. Kut struje IB je -1200 -900 = -2100 = 1500 jer je 


linijski napon UBC s kutom od -1200, a kut impedancije ZB je 900. Kut struje IA je 1500 + 1800 = 3300 . Na 


impedanciji ZA vlada napon UAC tako da je sada kut impedancije ZA =1200+1800 +300 =-300.  


0/ 30 8,66 5,00 ( )A AZ Z j       


 


 


AV12-Z3: Trofazna mreža prema slici 3 ima parametre ZB = RB = 10  i ZC = RC = 20 , uz Ul = 208 


V. Izračunajte napon U010, fazne napone izvora, fazne napone trošila i linijske struje kada je 


sklopka S uključena i kada je isključena. 
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+     EC


+   EB


EA    +


ZC


ZB


C


B


A


0
01S


SLIKA 12.3
 


 


Rješenje: 


 


1) Kada je sklopka uključena na fazama C i B vladaju linijski naponi UCA i UAB. Linijski naponi izvora su: 


 


1


0


1


0


1


208 0 ( )


/ 120 104,00 180,13 ( )


/120 104,00 180,13 ( )


AB


BC


CA


U U j V


U U j V


U U j V


  


    


   


  


 


Fazni naponi su: 


 


01


01


01


/ 30 104,00 60,04 ( )
3


/ 150 104,00 60,04 ( )
3


/ 90 0 120,08 ( )
3


ai


bi


ci


U
U j V


U
U j V


U
U j V


   


    


  


  


 


104,00 180,13 ( )


208 ( )


0 ( )


C CA


B AB


A


U U j V


U U V


U V


   


   





  


 


Fazne struje su: 


 


5,2 9,0 ( )


20,8 0 ( )


26,0 9,0 ( )


C
C


C


B
B


B


A B C


U
I j A


R


U
I j A


R


I I I j A


   


   


    


  


 


Napon između zvijezdišta trošila i izvora je: 
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010 104,0 60,0 ( )aiU U j V     


 


2) Za isključenu sklopku vrijdi IA = 0, IB = -IC. Impedancije ZB i ZC su vezani u seriju i na krajevima te serije 


vlada linijski napon UBC. 


 


3,46 6,00 ( )


3,46 6,00 ( )


0 ( )


BC
B


B C


C B


A


U
I j A


R R


I I j A


I A


   



   





  


 


34,66 60,04 ( )


69,33 120,08 ( )


BB B


CC C


U I R j V


U I R j V


    


   


  


 


Napon između zvijezdišta trošila i izvora je: 


 


010


1 1


69,33 0 ( )
1 1


bi ci


B C


B C


U U
R R


U j V


R R


  


   





  


Sada je fazni napon trošila UA: 


 


010 173,33 60,04 ( )A aiU U U j V      


 


AV12-Z4:  Trofazni potrošač spojen u zvijezdu napaja se iz trofaznog generatora spojenog u trokut (Slika 


12.4). Pri tome je: RA = RB = RC = 5 , XA = XB = XC = 8,65  i Ul = 120 V. Izračunajte 


linijske struje u mreži za slučajeve zatvorene i otvorene sklopke S. 


 


S


+


+


+


A


BC


SLIKA 12.4
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Rješenje: 


 


1) Otvorena sklopka 


0,0061 0,0035 ( ); 0,0061 12 ( ); 0 12 ( )A B CI j A I j A I j A        


2) Zatvorena sklopka 


0,012 ( ); 0 12 ( ); 0 12 ( )A B CI A I j A I j A      


 


 


 


AV12-Z5: U termoakumulacijskoj peći su tri jednaka grijača s otporima 38 Ω spojena u 


zvijezdu bez 0-voda, slika 12.5. Za koliko wati se smanji snaga peći, ako je jedna od faza 


isključena djelovanjem osigurača ? 
 


 


Slika: 12.5 


Rješenje: 


U normalnom radu ukupna snaga grijača je: P3 = 3800  (W); Nestankom jedne faze snaga na dva grijača je 


P2 = 1900  (W), snaga se smanjila za: ΔP = P3 – P2 = 1900  (W) 


 


AV12-Z6: Za koliko će se promijeniti pokazivanje A-metra koji pokazuje efektivne vrijednosti nakon 


 zatvaranja sklopke S, u spoju na slici 12.6 ako je U = 220V; R =11 Ω? 
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Slika 12.6 


Rješenje: 


Kod otvorene sklopke pokazivanje ampermetra je IAo = 0 (A), a kod zatvorene sklopke IAz = 10  (A) 
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9. METODE ZA RJEŠAVANJE SLOŽENIH STRUJNIH KRUGOVA 


9.1. Nortonov i Theveninov teorem 


Teorijski uvod 


a) Postupak za Norton 


 


1. Dio mreže ili element za koji tražimo struju se odspoji i računa se impedancija ZN gledano sa 


tih odspojenih stezaljki, vodeći računa da se u mreži svi naponski izvori kratko spoje a strujni 


otvore. 


2. Odspojene stezaljke se kratko spoje i računa se struja IN kroz tako spojene stezaljke 


3. Računa se nadomjesni Nortonov izvor UN = IN*ZN 


4. Na kraju tvorimo novu mrežu sastavljenu od Nortonovog izvora UN, impedancije ZN i dijela 


mreže koju smo odpojili. Iz te mreže računamo struju kroz odspojeni dio 


 


b) Postupak za Thevenin 


 


1. Dio mreže ili element za koji tražimo struju se odspoji i računa se impedancija ZT gledano sa 


tih odspojenih stezaljki, vodeći računa da se u mreži svi naponski izvori kratko spoje a strujni 


otvore. 


2. Na odspojenim stezaljkama računamo nadomjesni Thevenonov npon UT  


3. Na kraju tvorimo novu mrežu sastavljenu od Theveninovog izvora UT, impedancije ZT i dijela 


mreže koju smo odpojili. Iz te mreže računamo struju kroz odspojeni dio 


 


Iz gore izloženog slijedi: 


ZN=ZT 


UN=UT 
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AV9-Z1:  Nortonovim i Theveninovim teoremom odrediti struju I3 u zadanoj mreži ( zadatak Z1 AV8) na 


Slici 9.1. Zadano je: E1 =100/00;  E2 = 100/900;  R=XL = 5 Ω; XC = 2 Ω. 


AC


C


Sl. 9.1


AC


E1 E2


I1


I2
I3


L


R


A


B


 


Rješenje: 


a) NORTON 


 


1. Odvojimo dio mreže na mjestu AB i računamo ZAB,  naponski izvor E1 kratko spojimo 


0,69 3,27 ( )C
AB N L


C


jX R
Z Z jX j


jX R


 
     


 
 


2. Stezaljke AB kratko spojimo i računamo struju kratkog spoja IN 


1 2,5 0,5 ( )L
E C


L


jX R
Z jX j


jX R



     



 


1
1


1


38,46 7,7 ( )E


E


E
I j A


Z
    


115,38 76,92 ( )L
aA


L


jX R
U I j V


jX R



   



 


15,38 23,07 ( )A
N


L


U
I j A


jX
    


3. Nadomjesni Nortonov izvor UN je: 


86,21 34,48 ( )N NNU I Z j V      


4. Na kraju struja I3 iznosi: 


02
3 13,84 29,23 32,3 / 115,35 ( )N


N


U E
I j A


Z



       
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b) THEVENIN 


 


1. ZT=ZN   


ZT = 0.6897 + 3.2759i  (Ω) 


2. Theveninov napon UT na mjestu otvorenih stezaljki AB je: 


1 17,24 6,9 ( )b


C


E
I j A


jX R
  
 


 


86,2 34,48 ( )bTU I R j V     


3. Iz nove nadomjesne mreže sastavljene od izvora UT, impedancije ZN i naponskog izvora E2 


struja I3 je: 


2
3 13,84 29,23 32,3 / 115,35 ( )T


N


U E
I j A


Z



       


 


AV9-Z2: U shemi na slici 9.2 odredite struju I kroz impedanciju Z primjenom: a) Theveninovog i b) 


Nortonovog teorema. Zadano: R1=R4 = 2 , R2=3 , X2 = 4 , X3 = 2 , X4 = 3 , Z = 5+j 


, E = 100-30° V. 


X3


X4


R1


R2


X2


Z


+E


SLIKA 9.2
 


 


 


Rješenje: 


Struju kroz impedanciju Z odredit ćemo odspajanjem Z i primjenom Theveninovog i Nortonovog teorema. Za 


Theveninov teorem nađemo Theveninov napon i mpedanciju. Ov u impedanciju računamo od strane odspojenih 


stezaljki s tim da sve naponske izvore kratko spojimo a strujne otvorimo. Tada su R1 i X3 u paraleli, a zatim je ova 


kombinacija u seriji s paralelom X4 i R2 – jX3 tj. : 
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 2 2 41 3


1 3 2 2 4


3,7 4,9 ( )T


R jX jXR jX
Z j


R jX R jX jX


 
    


  
  


Struje kroz X3 i X4 kod odspojene impedancije Z su: 


13


1 3


9,15 34,15 ( )
E


I j A
R jX


  



 


24


2 2


31 6,34 ( )
E


I j A
R jX jX


  
 


 


Thevenonov napon je zbroj padova napona na X3 i X4 : 


13 243 4 49,30 74,64 ( )TE I jX I jX j V        


Na kraju struja kroz Z iznosi: 


0,10 8,50 ( )T
Z


T


E
I j A


Z Z
   



  


Za Nortonov teorem Nortonova impedancija jednaka je Theveninovoj, a Nortonova struja računa se kroz 


kratkospojene stezaljke na mjestu odspojene impedancije Z. Nortonovu struju možemo naći metodom konturnih 


struja: 


1 3 3


2 2 4 4


3 4 3 4


3,7 4,9 ( )


( )


( )


( ) 0


N T


a C


b C


c a b


Z Z j


I R jX I jX E


I R jX jX I jX E


I jX jX I jX I jX


   


    


     


      


  


  3 4
3 4 3 4


1 3 2 2 4


0C C
C


E I jX E I jX
I jX jX jX jX


R jX R jX jX


   
      


  
 


4,86 13,73 ( )C NI j A I       


Ukupna admitancija kruga sa nadomjesnim Nortonovim izvorom je: 


1
0,19 0,038 ( )Y j S


Z
     


0,29 0,16 ( )u NY Y Y j S      


Napon na paraleli nadomjesnog Nortonovog kruga je: 
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7,98 42,64 ( )N


u


I
U j V


Y
     


I konačno struja kroz impedanciju Z: 


0,10 8,50 ( )
U


I j A
Z


     


 


AV9-Z3:U shemi na slici 9.3 zadano je: R1 = 5 , R2 = 4  R3 = 3,1 , X3 = 3,5 , X4 = 5 , R5 = 6  


E1 = 30 V, E2 = 20 V. Treba odrediti djelatnu snagu na otporu R3. Kolika bi morala biti 


impedancija Z3 da bi otpor R3 trošio maksimalnu snagu? Kolika je ta snaga? 


 


R1 R3 R2


X3


X4 R5+E1


+E2


SLIKA 9.3
 


Rješenje: 


Ovo najlakše možemo riješit primjenom Theveninovog teorema, odspajanjem grane sa otporima R3 i X3 pa je 


Theveninova impedancija: 


2 51 4


1 4 2 5


4,9 2,5 ( )T


R RR jX
Z j


R jX R R



    


 
  


1
14


1 4


3 3 ( )
E


I j A
R jX


  



  


2
25


2 5


2 0 ( )
E


I j A
R R


  



 


14 254 5 3 15 ( )TE I jX I R j V        


3


3 3


1,14 1,02 ( )T


T


E
I j A


Z R jX
 


 
  


2


3 3 3 7,25 ( )P I R W     
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Maksimalna snaga na otporu R3 nastaje kad je impedancija Z3 jednaka konjugirano kompleksnoj Theveninovoj 


impedanciji prema teoremu maksimalne snage: 


*


3max TZ Z   


3


3max


0,30 1,53 ( )T
m


T


E
I j A


Z Z
  



  


Maksimalna snaga na R3 je: 


2


3max3max 3 Re( ) 11,93 ( )mP I Z W     


 


AV9-Z4:Izračunajte odnos napona U2/U1 za spoj prema slici 9.4. Zadano je: R = 2  i X = 4 . 


+U1


R R


jX
-j2X U2


SLIKA 9.4
 


Rješenje: 


Zadatak rješiti Thev. Metodom odpajanjem kondenzatora –j2X. 


34,9 2,5 ( ); 3 15 ( ); 1,14 1,02 ( )T TZ j E j A I j A        


   


2
2


1


2
3,6 0,8 ( ); 0,88


2
T


T


U X
Z j


U R jX Z jX



    


   
 


 


AV9-Z5: Potrebno je izračunati napon U12 u spoju na Slici 9.5 Theveninovim teoremom. 
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+


E1 +


E2


I


R1


R2


XC


XL


SLIKA 9.6


IR2


 


Slika: 9.5 


Rješenje: 


Odpojiti otpornik u točkama 1 i 2 i izračunati Th. napon i impedanciju, zatim izračunati struju za 


nadomjesni spoj i na kraju pad napona na otporu R: 


12 5 ( )U I R j V     


 


 


 AV9-Z6: Nortonovom metodom odredite struju kroz otpor R2  u shemi na slici 9.6. Zadano je: e1(t)= 


302sin(t+45°) V, e2(t)= 80cos(t) V, i(t) = 2sin(t+45°) A, R1= R2 = XC = XL = 8 . 


 


 


 


 


  


 


Rješenje: 


Odpajanjem otpora R2 dobivamo: 


2


2


2


8 ( ); 7,77 0,707 ( )


5,65 62,22 ( ); 3,53 4,24 ( )


N kL


L


k
k N Rk


N


E
Z jX j I I j A


jX


U
U I Z j V I j A


Z R


      


       

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10. Krugovi sa međuinduktivnim vezama 


 


1) Magnetski tokovi se potpomažu 


L1 L2


M


U


Φ1 Φ2


I L1 L2


M


U


Φ1 Φ2


I


 


Slika: 10.1a     Slika: 10.1b 


Za slučaj kad se magnetski tokovi potpomažu slika 10.1a i 10.1b , naponska jednadžba glasi: 


 1 2 1 22 2 ( )U I j L I j L I j M I M L L M V                      (10-1) 


Ukupni induktivitet je: 


1 2 2 ( )L L L M H               (10-2) 


2)  Magnetski tokovi se odmažu 


 


L1 L2


M


U


Φ1 Φ2


I L1 L2


M


U


Φ1 Φ2


I


 


Slika: 10.2a     Slika: 10.2b 


Za slučaj kad se magnetski tokovi potpomažu slika 10.1a i 10.1b , naponska jednadžba glasi: 


 1 2 1 22 2 ( )U I j L I j L I j M I M L L M V                      (10-3) 


Ukupni induktivitet je: 


1 2 2 ( )L L L M H               (10-4) 


Koeficijent međusobne indukcije: 
1 2 1 2


M


L L


X M
k


X X L L
 


 
      (10-5) 
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A10-Z1: Zadana je mreža na slici 10.1 kojoj je U = 200 V, X = 140 , R = 30  i Xm = 60 . Naći struje 


I, I1 i I2 te napone U0 i U12. 


jX


jX R+U


1


2


U0


jXm


SLIKA 10.1


I


I1


I2


 


Rješenje: 


Rješavamo primjenom KZN i KZS, voditi računa o predznacima napona međuindukcije i samoindukcije. Smjerovi 


u obje petlje neka su u negativnom matematičkom smjeru. 


KZS:   1 2 0I I I     


KZN:   


1 1


1 2


0


0


M M


M


U I jX I jX I jX I jX


I jX I R I jX


        


     
  


Rješenja su: 


 


1


2


0,6 0,3 ( )


0,6 0,3 ( )


1,2 1,6 ( )


I j A


I j A


I j A


 


  


   


Napon U12 iznosi: 


212 36 48 ( )U I R j V     


Napon U0 je zbroj napona samoindukcije i međuindukcije na X: 


10 164 48 ( )MU I jX I jX j V     
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A10-Z2: Odredite koeficijent međuindukcije između svitaka pri kojem će u krugu na slici 10.2 nastati strujna 


rezonancija. Induktiviteti svitaka su L1 = 40 mH i L2 = 20 mH. Kružna frekvencija izvora koji 


napaja cijeli krug je  = 104 s-1. Kapacitet kondenzatora je C = 0,2857 F.  


 


C


L1


L2


SLIKA 10.2


M


 


Rješenje: 


Da bi našli ekvivalentnu impedanciju trebamo naći omjer ukupnog napona i struje. Pretpostavimo da ukupna struja i 


struje grana teku s lijeva na desno, tada su svici nesuglasno vezani. 


 1 2 2 11 2C M MI jX jX I jX I jX I jX       
 


1
2 1


2


C M


M


jX jX jX
I I


jX jX


 
 


  


1 2I I I   


1
1


2


1 C M


M


X X X
I I


X X


  
   


   


1
1


2


1 C M


M


X X X
U I Z I Z


X X


  
      


   


2 12 MU I jX I jX     


   


1
1 2


2


C M
M


M


X X X
U I jX jX


X X


  
    


   


1 1
2


2 2


1C M C M
M M


M M


X X X X X X
jX jX jX Z


X X X X


    
      


    


   2 1 2 2 1


2 2


C M M M M C M


M M


X X X X X X X X X X X X
j Z


X X X X


        
 


   
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   2 1 2


2 1


C M M M


M C M


X X X X X X X
Z j


X X X X X


    



     


U rezonanciji je imaginarni dio impedancije jednak nuli to je: 


   2 1 2 0C M M MX X X X X X X     
 


2 2


1
400 ( ); 200 ( )CX X L


C




      


  


 2 1


1 2


100 ( )


0,35


M C


M


X X X X


X
k


X X


    


 



 


 


A10-Z3: U mreži na slici 10.3 odredite ulaznu impedanciju.  


jX1


R1


jX2


R2


Zul


SLIKA 10.3
 


 


Rješenje: 


Neka struje I1 i I2 teku prema dolje a struja I s lijeva na desno, a obe petlje neka imaju obilazak u negativnom 


matematičkom smjeru. KZN i KZS su: 


1 21 1( ) 0MU I R jX I jX       


1 2 2 11 1 2 2( ) ( ) 0M MI R jX I R jX I jX I jX           


1 2 0I I I    


Iz druge jednadžbe izrazimo I2 i uvrstimo u prvu i treću, nakon toga iz treće izrazimo I1 i uvrstimo u prvu pa se 


dobiju jednadžbe po U i I. 


1 1
2 1


2 2


M


M


R jX jX
I I


R jX jX


  
  


    
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1 1
1


2 2


1 M


M


R jX jX
I I


R jX jX


  
   


    


2 2
1


1 1 2 2


M


M M


R jX jX
I I


R jX jX R jX jX


  
  


       


  1 1
1 11 1


2 2


0M
M


M


R jX jX
U I R jX I jX


R jX jX


  
       


    


 2 2 2 2 1 1
1 1


1 1 2 2 1 1 2 2 2 2


M M M
M


M M M M M


R jX jX R jX jX R jX jX
U I R jX jX


R jX jX R jX jX R jX jX R jX jX R jX jX


       
        


             


 


Omjer napona i struje je ulazna impedancija: 


    2


1 1 2 2


1 1 2 2


M


U


M M


R jX R jX XU
Z


I R X X R X X


   
 


      


 


 


A10-Z4: U mreži na slici 10.4 odredite pokazivanja vatmetara. Zadano je: R = 3 , X = 4 , Xm=3 , 


U1 = 10 0° V, U2 = 6 36,5° V.  


+U1


jX


R


W1
jX


R


+U2


W2


SLIKA 10.4
 


 


Rješenje: 


* *


1 21 1 2 2


1 2


12 16 ( ); 0 0 ( )


12 ( ); 0 ( )


S U I j VA S U I j VA


P W P W


       


 
 


 


A10-Z5: Koliki je napon izvora na slici 10.5 ako je snaga otpornika PR = 10 (W)? Zadano je R=40 (Ω),  


XL1=32 (Ω), XL2=2 (Ω); XC=20 (Ω), i koeficijent veze k= 0,375. 
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Slika 10.5 


Rješenje: 


40 40 ( ); 28,28 ( )Z j U V      


 


A10-Z6: Potrebno je izračunati ulaznu impedanciju spoja na slici 10.6 ako je XM =  1 (Ω). 


 


 


Slika 10.6 


Rješenje: 


Ukupni induktivni otpor je : 


2


1 2


1 2


1,5 ( )
2


M
u


M


X X X
X


X X X


 
  


  
  


a ukupna impedancija: 


1


4 1,5 ( )u


U
Z j


I
      


Ekvivalentni spoj prikazuje slika 10.7 
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Slika 10.7 
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6. SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI 


 


6.1. Impedancija i admitancija 


 


Serijski spoj impedancija: 


𝑍 = 𝑍1 + 𝑍2 + 𝑍3 + ⋯ + 𝑍𝑛 = ∑ 𝑍𝑖𝑛
𝑖=1  []   (6.1) 


 


Paralalni spoj impedancija: 


1


𝑍
=


1


𝑍1
+


1


𝑍2
+


1


𝑍3
+ ⋯ +


1


𝑍𝑛
= ∑


1


𝑍𝑖


𝑛
𝑖=1  []    (6.2) 


 


Serijski spoj admitancija: 


1


𝑌
=


1


𝑌1
+


1


𝑌2
+


1


𝑌3
+ ⋯ +


1


𝑌𝑛
= ∑


1


𝑌𝑖


𝑛
𝑖=1  [𝑆]    (6.3) 


 


Paralelni spoj admitancija: 


𝑌 = 𝑌1 + 𝑌2 + 𝑌3 + ⋯ + 𝑌𝑛 = ∑ 𝑌𝑖𝑛
𝑖=1  [𝑆]   (6.4) 
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AV6-Z1: U spoju (slika 6.1.) je U = 20 V; Z1 = 4 + j8; Z2 = 10𝑒𝑗370
 i  Z3 = 3 - j4. Odrediti: 


Z; I1; I1; I1; P. 


AC
U


Z1


Z2 Z3


I1


I2


I3


Sl. 6.1.  


Rješenje: 


2 3
1


2 3


8 6 10 / 36,86 ( )
Z Z


Z Z j
Z Z



     



 Ω 


0
0


1 0


20 / 0
1,6 1,2 2 / 36,86 ( )


10 / 36,86


U
I j A


Z
        


1 1
2 0


2


20 (1,6 1,2) (4 8)
0,16 0,88 0,9 / 100,4 ( )


10 / 37


U I Z j j
I j A


Z


     
         


0


3 1 2 1,76 0,32 1,8 / 10,3 ( )I I I j A        


* 0 0


1 20 / 0 2 / 36,86 32 24 ( )


32 ( )


S U I j VA


P W


     



 


 


AV6-Z2: U krugu (slika 6.2.) zadano je: R1 = 2 Ω; X1 = 26 Ω; R3 = 10 Ω; X3 = 10 Ω; X2 = -10 


Ω. Spoj troši P = 1,2 kW. Izračunati Z; I1; I2 i I3. 


 


AC


I1


R1 X1


X2


R3


X3


I2


I3


Sl. 6.2.  


Rješenje: 
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 2 3 3


1 1


2 3 3


12 16 20 / 53,13 ( )
jX R jX


Z R jX j
jX R jX


  
      


  
  


2 0


11 1Re( ) 10 ( ) 10 / 0 ( )
Re( )


P
P I Z I A I A


Z
         


 2 3 3 0


12


2 3 3


100 100 141,42 / 45 ( )
jX R jX


U I j V
jX R jX


  
    


  
  


02
2


2


10 10 14,14 / 45 ( )
U


I j A
jX


   



  


0


1 23 10 10 / 90 ( )I I I j A        


 


 


AV6-Z3: Treba odrediti ulaznu impedanciju u shemi na slici 6.3., ako je =5000 rad/s. 


 


2 


Sl. 6.3.


2 


25 mF
0,4 mH


0,5 


Zu


 


Rješenje: 


2 2


1
8 ( ); 2 ( ); 2 2 ( )C L LX X L Z R jX j


C
           



  


2 3
3 233


2 3


2 8 ( ); 2,92 1,38 ( )C


Z Z
Z R jX j Z j


Z Z



        



  


0


1 23 3,42 1,38 3,7 / 22 ( )uZ R Z j        


 


AV6-Z4: Koje vrijednosti pokazuju instrumenti na slici 6.4.? 
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U


5 


2,5 


5 


AC


W


V


V


AA


Sl. 6.4. 


100 ë30° V


 


Rješenje: 


PW = 1000  (W);   UV=71,71  (V); IA = 14,14  (A) 


 


AV6-Z5: U mreži na slici 6.5. treba odrediti: otpor R, napone UL i UC ako je zadano: E = 100 


ë0° V, I = I ë-18° A,  = 400 rad/s, R1 = 30 , L = 225 mH, C = 50 mF. 


E


AC


R


R1


L


C


Sl.6.5.  
 


Rješenje: 


 


R=25,11  (Ω);   0109,65 37,47 115,88 /18,87 ( )LU j V     


060,91 20,82 64,38 / 161,13 ( )CU j V      


 


AV6-Z6: U mreži na SLICI 6.6 zadano je XL = 9  i R = 3 . Nađite XC tako da ulazna 


impedancija mreže gledana s bilo kojih stezaljki bude radni otpor. 


 


 







AV6-OE2-stručni IMPEDANCIJA I ADMITANCIJA Dr.sc. Venco Ćorluka 


R


XL


XC


R


XL


XC


R


XL


XC


SLIKA 6.6


A


B


C


 
 


Rješenje: 


 


XC=27 (Ω) 


 


AV6-Z7: Mreži na slici 6.7 je= R1=2 , X1 = 8 , X2= 5 , R2 = 5 , R3 = 10 , X3 = 10 


 i Uab = 20 V. Odredite I1, I2, I3, U, P i nacrtajte fazorski dijagram. 


 


AC


R2


U


SLIKA 6.7


R3


R1


V


V


a b


I1


I3


I2


X1


X3


X2


 
 


Rješenje: 


 
0 0


1 28 6 ( ); 1 3 3,16 / 108,4 ( ); 2 2 2,82 / 135 ( )Z j I j A I j A              


0 0


3 1 3 1,41/ 45 ( ); 26 18 31,62 / 145,3 ( ); 80 ( )I j A U j V P W            


Fazorski dijagram prikazuje slika 6.8 
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I3
U
R
3=U


X
2


U
X


3=U
R


2


U
R
3


U
3


=
U


2


I2
I2I1


UX1


U
R


1


U
R


1


U1


U
3


=
U


2


U


 
Slika 6.8 
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7. SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI 


 


7.1.  Rezonancija  


 


 


Uvjet rezonancije: 


 


𝐼𝑚(𝑍) = 0;     𝐼𝑚(𝑌) = 0     (7.1) 


 


Fazni kutevi pri rezonanciji: 


 


𝜑𝑈 = 𝜑𝐼;   𝜑𝑍 = 𝜑𝑌 = 𝜑𝑆 = 0    (7.2) 


 


Dobrota reaktivnog elementa: 


𝑄𝑠 =
𝑈𝐿


𝑈𝑅
;      𝑄𝑝 =


𝐼𝐿


𝐼𝑅
      (7.3) 
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AV7-Z1: Spoj (slika 7.1. ) je u rezonanciji; pri tome je Z (0)=0,8 , a R = 4 . Odredite XL 


i XC. 


R L


C


AC


U
Sl. 7.1.


 


Rješenje: 


Ukupna impedancija kruga je: 


2 2


2 2 2 2


L L L
RL


L L


R jX R X R X
Z j


R jX R X R X


  
  


  
  


2 2


2 2 2 2


L L
RL C


L


R X R X
Z j X


R X R X


  
   


  
 


Impedancija pri rezonanaciji ima samo realni dio, odnosno rezonantni otpor Z0 iz kojeg se nađe 


reaktancija XL koja je uvjek pozitivan broj: 


2


0 2 2
2 ( )L


L


L


R X
Z X


R X




  



 


Iz imaginarnog dijela impedancije kapacitivna reaktancija XC iznosi: 


2


2 2
0; 1,6 ( )L


C C


R X
j X X


R X



 
    


 
 


Iz poznatog prividnog otpora (impedancije) pri rezonanciji lako nađemo reaktanciju XL. Sama 


reaktancija bilo da je kapacitivna ili induktivna je uvijek pozitivan broj  


 


  
 


AV7-Z2:U shemi prema slici 7.2. struja i napon izvora su u rezonanciji kod f = 60 Hz, pri 


čemu vatmetar pokazuje 100 W. Zadano je R = 16  i XL = 12 . Treba odrediti 


kapacitet C te struje u vremenskom obliku kao i njihove efektivne vrijednosti. 
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EAC


W


C


R


L


Sl. 7.2.
 


Rješenje: 


Ukupna admitancija kruga: 


016 12 20 / 36,87 ( )RL XLZ R jX j        


01
0,04 0,03 0,05 / 36,87 ( )RL


RL


Y j S
Z


       


U rezonanciji su reaktivne vodljivosti jednake: 


51
0,03 2 7,95 10 ( )C


C


B f C C F
X


            


Vatmetar mjeri ukupnu djelatnu snagu kruga koja se razvija samo na otporu R, pa je struja kroz otpor: 


2,5 ( )W
RL


P
I A


R
    


Kako su sve veličine dane u efektivnim vrijednostima, jedan fazni pomak neke veličine možemo 


odabrati po volji, neka to bude napon izvora u fazi nula φu = 0: Na osnovu toga odredi se fazni pomak 


struje: 


0
0


0


/ 0
2,5 / 36,87 2 1,5 ( )


20 / 36,87
RL


RL


E E
I j A


Z
       


Vremenski zapis ove struje je: 


( ) 2 2,5 sin(377 36,87) ( )RLi t t A      


Napon izvora iznosi: 


050 / 0 ( )RL RLE I Z V     


Struja kroz kondenzator C je: 


1,5 ( )C


C


E
I j A


jX
 



  


U vremenskom zapisu: 







AV7-OE2-stručni REZONANCIJA Dr.sc. Venco Ćorluka 


0( ) 2 1,5 sin(377 90 ) ( )Ci t t A     


Ukupna struja iznosi: 


2 ( )C RLI I I A     


A vremenski zapis: 


( ) 2 2 sin(377 ) ( )i t t A    


 


AV7-Z3:Spoj (slika 7.3a.) je u rezonanciji, U = 40 V, UL = 30 V i U12 = 50 V. Snaga koju 


uzima spoj je P = 200 W. Treba naći R, XL i XC. 


AC


U


Sl. 7.3a


R


XL


XC


1


2


 


 


Rješenje: 


Iz fazorskog dijagrama (slika 7.3.b) vidi se da struje I, IR i IC čine pravokutni trokut 


 


I


 IR 


IC


 


Slika: 7.3.b 


Kako se radna snaga troši samo na otporu R, njegova vrijednost se nađe iz snage i napona U12 : 


2


12 12,5 ( )
U


R
P


    


Impedancija paralelnog spoja R i C iznosi: 
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2 2


2 2 2 2
( )C C


RC


C C


R X R X
Z j


R X R X



 
 


 
  


Ukupna impedancija je: 


2 2


2 2 2 2
( )C C


L


C C


R X R X
Z j X


R X R X



  
   


  
 


U rezonanciji otpor je jednak realnom dijelu impedancije: 


2


0 2 2
( )C


C


R X
Z


R X








 


pa je iznos ukupne struje: 


 2 2


2


0


C


C


U R XU
I


Z R X


 
 



  


Iz trokuta struja slijedi: 


 2 2 2


2 2 2 2


122 4 2 4


1 1C


R C


C C


U R X
I I I U


R X R X


   
     


  
   


Iz ovoga nađe se XC: 


2


2 2


12


16,66 ( )C
C


R X
X


U U




 



  


Iz uvjeta rezonancije da je imaginarni dio jednak nuli odredi se XL: 


2


2 2
6 ( )C


L


C


R X
X


R X




 



 


 


AV7-Z4:Izračunajte rezonantnu frekvenciju kruga sastavljenog prema slici 7.4.  ako je L = 20 


mH, C = 0,4 F i R2 = 500 . 


R1


XL


C


R2Sl. 7.4.  


 


Rješenje: 
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(


2


12


2


10000
CR L


s
R C L


 
  , fo = 1591 HZ) 


 


AV7-Z5:U shemi na slici 7.5 nastaje rezonancija pri frekvenciji f = 400 Hz. Ako je zadano E 


= 50 V, R1 = R2 = 20 W i C = 10 mF, treba odrediti L i struju iC. 


 


 


                      Slika 7.5 


Rješenje: 


L = 3,19  (mH);   iC = 0,88sin(2513,27t+63,310) 


AV7-Z6:Potrebno je izvesti izraz za rezonantnu frekvenciju spoja na slici i nacrtati fazorski 


dijagram za slučaj kada ukupna struja prethodi naponu izvora. 


 


Rješenje: 


2


0 2 2


1
( )


2


R
f Hz


R C L L
 


   
  


 


Fazorski dijagram dan je na slici 7.6 


 


 


Slika 7.6 


 


 







AV7-OE2-stručni REZONANCIJA Dr.sc. Venco Ćorluka 


LITERATURA 


 


[1]   Branislav Kuzmanović, „Osnove elektrotehnike II“, Zagreb ELEMENT, 2000 


 


[2]   Ivan Felja-Danira Koračin, „ Zbirka zadataka i rješenih primjera iz osnova     


elektrotehnike 1. i 2. dio“, Zagreb, Školska knjiga 1985. 


 


[3]   Gordan Đurović, „Elektrotehnika I i II-Zbirka zadataka, Zagreb, 2004. 


  


[4]   E. Šehović, M. Tkalić, I. Felja, Osnove elektrotehnike - zbirka primjera, I dio“, Školska 


knjiga, Zagreb, 1984. 


 


 
 







OPS/content/images/AV4_OET2_S.pdf


AV4-OE2-stručni FAZORSKI RAČUN Dr.sc. Venco Ćorluka 


4. SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI 


 


4.1.  Fazorski račun i priključak R, L i C elemenata na izmjenični napon 


 


Preslik izmjnične električne veličine u rotirajući vektor: 


 


𝑎(𝑡) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) ↔ 𝐴 = 𝐴𝑒𝑗𝜔𝑡𝑒𝑗𝜑     (4.1) 


 


Preslikavanje izmjeničnih električnih veličina u kompleksnu ravninu u fazor (mirujući vektor): 


𝑎(𝑡) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) ↔ 𝐴 = 𝐴(cos(𝜑) + j ∙ sin(𝜑))  (4.2) 


 


Preslikavanje izmjeničnih električnih veličina u kompleksnu ravninu u fazor s efektivnom 


vrijednosti: 


𝑎(𝑡) = 𝐴𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡 + 𝜑) → 𝐴 =
𝐴


√2
(cos(𝜑) + j ∙ sin(𝜑))  (4.3) 


 


Kompleksni i konjugirano kompleksni broj: 


 


𝐶 = 𝐴 + 𝑗𝐵 = 𝐶𝑒𝑗𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝐵


𝐴 = 𝐶 ⌊𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝐵


𝐴
= 𝐶⌊𝜑       


𝐶∗ = 𝐴 − 𝑗𝐵 = 𝐶𝑒𝑗𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝐵


𝐴 = 𝐶 ⌊𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔
𝐵


𝐴
= 𝐶⌊−𝜑   (4.4) 


 


Otpor, induktivitei i kapacitete u kompleksnoj ravnini: 


 


RR; LjL=jXL; C-j/(C)=-jXC    (4.5) 
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AV4-Z1: Treba odrediti sljedeće izraze: A*A
*, A+A*, A-A*, A/A* ako je: a) A = 3-j4; b) 


A=10-30°; c) A=2,5*e-j/3. 


 


Rješenje: 


a) * 2 2 2 23 4; 3 4; Re( ) Im( ) 3 4 25A j A j A A A          


   


   


   


*


*


*


*


3 4 3 4 9 16 25


3 4 3 4 6


3 4 3 4 8


3 4 3 4 3 4 9 24 16
0,28 0,96


3 4 3 4 3 4 9 16


A A j j


A A j j


A A j j j


A j j j j
j


A j j j


       


     


      


    
      


   


  


 


b)  0 0 010 30 10 cos( 30 ) sin( 30) 8,66 0,5A j          


 


 30 30* 2


*


*


0
0


*


10 100


8,66 5 8,66 5 17,321


(8,66 5) (8,66 5) 10


10 30
1 60 0,5 0,86


10 30


j
A A e


A A j j


A A j j j


A
j


A


 
   


     


      



    


  


 


c) 032,5 2,5 60 1,25 2,16
j


A e j






         


 60 60* 2


*


*


*


2,5 6,25


2,5


4,33


0,5 0,86


j
A A e


A A


A A j


A
j


A


 
   


  


  


  


 


 


 


 


AV4-Z2: Napon priključen na neki krug mijenja se po sinusoidalnom zakonu: Um = 10 V; f = 


25 Hz. Za koji će najmanji vremenski interval od početka perriode napon dostići 


vrijednost: a) +5 V; b) +10 V; c) -5 V. 


Rješenje: 


Trenutna vrijednost napona: 


( ) sin(2 ) 10 sin(314 )mu t U f t t          


a) 5 10 sin(157 ) 157 arcsin(0,5) 157 0,00333 ( )
6


t t t t s



             


b) 10 10 sin(157 ) 157 arcsin(1) 157 0,01 ( )
2


t t t t s



            
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c) 5 10 sin(157 ) 157 arcsin( 0,5) 157 210 0,023 ( )
180


t t t t s



              


AV4-Z3: Izrazi za trenutne vrijednosti pet struja su: i1 = 2sin(ωt);  i2 = 6√2sin(ωt - 
𝜋


3
);  i3 = 


4sin(ωt + 
𝜋


4
);  i4 = 8√2cos(ωt + 


𝜋


6
);  i5 = -10sin(ωt + 


2𝜋


3
). Treba nacrtati u 


kompleksnoj ravnini vektorske dijagrame struja i odrediti izraze za struje u 


kompleksnom obliku. 


Rješenje: 


Kompleksni oblik amplituda struja su: 


2


0 3 34
1 2 3 42 2 ( ); 6 2 ( ); 4 ( ); 8 2 ( );


j jj
j


m m m mI e A I e A I e A I e A
 





       


2 5


3 3
5 10 10 ( )


j j


mI e e A
 


      


Dijagram vektora struja prikazuje slika 4.1 


 


Slika:4.1 


 


AV4-Z4: Na svitak kojemu je radni otpor R = 2 Ω i induktivitet L = 1 mH priključen je 


napon u = 10sin(3000t) (slika 4.2.). Treba: 


1) Odrediti i(t); uL(t) i uR(t) 


2) Nacrtati dijagram vremenske ovisnosti i vektorski prikaz veličina u; i; uR 
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AC
R


L


i


Sl. 4.2.


u (t)


 
 


Rješenje: 


0 0 02 5 sin( 26,5 ); 4 5 sin( 26,5 ); 2 5 sin( 63,5 )R Li t u t u t          
 


Dijagram vremenskih ovisnosti vektorski prikaz prikazuje slika 3.4.1  


 
Slika: 3.4.1 


 


 


AV4-Z5: U spoju (slika 4.2.) je u = 𝑅𝑒[20𝑒𝑗15
0
𝑒𝑗𝜔𝑡]; R = 5 Ω; L = 1mH; C = 25 µF i ω = 


10000 s-1. Treba odrediti kompleksne izraze i jednadžbe za trenutne vrijednosti, iR; iL; 


iC; i; u 


 


AC R L


i


Sl. 4.2.


u (t)


iR iL iC


C


 
 


Rješenje: 
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  
  
  


0


0


0


15 0 0


75 0 0


105 0 0


4
Im 4 4 sin( 15 ) ( ); /15 ( )


2


2
Im 2 2 sin( 75 ) ( ); / 75 ( )


2


5
Im 5 5 sin( 105 ) ( ); / 105 ( )


2


j t


R R


j t


L L


j t


C C


i e t A I A


i e t A I A


i e t A I A





























     


      


      


 
 


AV4-Z6: U mreži na slici 4.3, kod frekvencije =400 rad/s, struja prethodi EMS za kut 63,4°. 


Treba odrediti R i napone na svakom elementu. 


 


 


 


R


C=50mF


L=25 mH


E=1200° V


SLIKA 4.3
 


Rješenje: 


 


R=20 (Ω);  UR=53,73 (Ω); UL=26,83 (Ω); UC=134,16 (Ω);  
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5. ELEKTRIČNA SNAGA  


 


5.1. Električna snaga kod izmjeničnih struja. 


Trenutna snaga na elementu: 


 


𝑝(𝑡) = 𝑖(𝑡)𝑢(𝑡)        (5.1.) 


 


Srednja snaga na elementu: 


 


0


1
d


T


P p t
T


          (5.2.) 


 


5.2. Električna snaga u mrežama sinusne struje 


 


Kompleksna snaga: 


  


𝑆 = 𝑈 ∙ 𝐼∗ = 𝑃 + 𝑗𝑄 [VA]      (5.3) 


 


Prividna snaga: 


 


𝑆 = 𝑈 ∙ 𝐼 [VA]       (5.4) 


 


Djelatna i jalova snaga: 


 


𝑃 = 𝑈 ∙ 𝐼 ∙ cos(𝜑)    [𝑊];        𝑄 = 𝑈 ∙ 𝐼 ∙ sin(𝜑)    [𝑣𝑎𝑟]  (5.5) 


 


Kompleksna snaga preko impedancija i admitancjija: 


 


𝑆 = 𝐼2 ∙ 𝑍;      𝑃 = 𝐼2 ∙ 𝑅;        𝑄 = 𝐼2 ∙ 𝑋;      𝑆 = 𝐼2 ∙ 𝑍    


𝑆 = 𝑈2 ∙ 𝑌∗;    𝑃 = 𝑈2 ∙ 𝐺;     𝑄 = 𝑈2 ∙ 𝐵;   𝑆 = 𝑈2 ∙ 𝑌  (5.6) 
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AV5-Z1:  Serijski RLC krug priključen je na sinusoidalni napon U = 100 V promjenjive 


frekvencije, R = 50 , L = 14,9 mH i C = 1,7 F. Za frekvencije 600, 1000 i 1400 


Hz izračunajte vrijednosti XL, XC, Z, I2XL, I2XC, P i Q. 


 


Rješenje: 


1 1 2 2 3 32 56,17 ( ); 2 93,62 ( ); 2 131,06 ( )L L LX f L X f L X f L                


1 2 3


1 12 3


1 1 1
156,03 ( ); 93,62 ( ); 66,87 ( );


2 2 2
C C CX X X


f C f C f C
        


         


   


 


2 22 2


1 1 1 1 2 3


22


3 3 3


111,68 ( ); 50 ( );


81,37 ( );


L C L C


L C


Z R X X Z R X X


Z R X X


         


    


   


1 2 3


1 2 3


0,89 ( ); 2 ( ); 1,23 ( )
U U U


I A I A I A
Z Z Z


        


2 2 2 2 2 2


1 1 1 2 2 2 3 3 345,03 ( ); 374,47 ( ); 81,37 ( )L L L L L LQ I X VAr Q I X VAr Q I X VAr           


2 2 2 2 2 2


1 1 1 2 2 2 3 3 3125,1 ( ); 374,48 ( ); 100,1 ( )C C C C L CQ I X VAr Q I X VAr Q I X VAr          


2 2 2


1 1 2 2 1 140,1 ( ); 200 ( ); 75,51 ( );P I R W P I R W P I R W           


3


1 1 1 2 2 280,06 ( ); 4,37 10 ( );L C L CQ Q Q VAr Q Q Q VAr           


3 3 3 96,95 ( )L CQ Q Q VAr    


 


AV5-Z2: Treba odrediti impedanciju Z i struju I ako je poznata prividna snaga S = 4 kVA, 


faktor snage cos = 0,8 (kap.) i napon U = 220 -30° V. 


  


Rješenje: 


Kako je kut impedancije jednak kutu prividne snage može se pisati: 


0cos( ) 0,8 36,86 cos( ) sin( ) 3200 2400 ( )S S jS j VA              


*


0


*
18,05 2,17 18,18 / 6,87 ( )


S
I j A


U
      


09,68 7,26 12,1/ 36,87 ( )
U


Z j
I


        
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AV5-Z3: Svitak je priključen na mrežu izmjenične struje napona U = 150 V. Jakost struje mu 


iznosi I = 6 A, a djelatna snaga P = 540 W. Odredite induktivitet svitka ako je 


frekvencija mrežnog napona f = 50 Hz. 


 


Rješenje: 


Iz djelatne snage nađe se otpor svitka, a iz napona i struje impedanacija svitka: 


2 2


2
15 ( ); 25 ( ); 20 ( )L


P U
R Z X Z R


I I
            


0,00636 ( )
2


LX
L H


f
 


 
  


 


 


 


AV5-Z4: Kada je neka impedancija Z priključena na naponski izvor izmjereno je U = 200 V, 


I = 10 A i cos = 0,8 (ind.). Kada se toj impedanciji paralelno priključi kondenzator 


C faktor snage se korigira na cos’=0,95 (ind.). Treba odrediti jalovu snagu koju je 


preuzeo kapacitet. 


 


Rješenje: 


1600 ( ); 1200 ( ); t (18,19) 674,1 ( )CP W Q VAr Q Q P g VAr        


 


AV5-Z5: Na transformator nominalne snage Sn = 22 kVA priključeno je trošilo prividne 


snage  S = 15 kVA i faktora snage cosφ = 0,7. 


a) Kolika se maksimalna snaga čisog omskog otpora smije priključiti 


b) Kolika se snaga čistog omskog trošila smije priključiti da faktor snage iznosi cosφ' = 


0,8. 


 


Rješenje: 


a) P= 10500  (W);  Pt=19216,18  (W);  Pm=8716,6  (W) 


b) P'=14287,2  (W);  Pm'=3787,2  (W) 


AV5-Z6: Potrebno je izračunati prividnu, djelatnu i jalovu snagu spoja prema slici, koji je 


napajan strujom: i = 30sin(400t) . 


        Kolike su pojedinačne djelatne snage otpornika ? 
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Slika: 5.1 


Rješenje: 


20 15


4500 1500 ( ); 4500 ( ); 1500 ( )


2500 ( ); 2000 ( )


S j VA P W Q VAr


P W P W


   


 
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2. VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI 


 


2.1. Priključenje R; L i C na vremenski promjenljive struje i napone 


 


Napon i struja na otporu: 


 


𝑢(𝑡) = 𝑖(𝑡)𝑅      (2.1) 


 


Napon na induktivitetu: 


 


 𝑢(𝑡) = 𝐿
𝑑𝑖(𝑡)


𝑑𝑡
     (2.2) 


 


Struja na induktivitetu: 


 


𝑖(𝑡) =
1


𝐿
∫ 𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑖(0)


𝑡


0
    (2.3) 


 


Struja na kondenzatoru: 


 


 𝑖(𝑡) = 𝐶
𝑑𝑢(𝑡)


𝑑𝑡
     (2.4) 


 


Napon na kondenzatoru: 


 


𝑢(𝑡) =
1


𝐶
∫ 𝑖(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑢(0)


𝑡


0
    (2.5) 


 


 


 AV2-Z1: Na kapacitet C = 60 µF priključen je napon valnog oblika kao na slici 2.1. Odrediti 


valni oblik struje i; trenutnu snagu p i energiju wc. 


 


u(V)


t(ms)10 2 3


Sl. 2.1.


1


 


 


Rješenje: 


 


a) Na intervalu od t = (0:1) ms, jednadžba za napon glasi: 
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( ) 1000 ( )u t t V    


Struja kroz kondenzator dobije se prema izrazu: 


660 10 1000 0,06 ( )c
c


du
i C A


dt


       


Trenutna snaga je: 


1000 0,06 60 ( )Cp u i t t W         


Energija na kondenzatoru u tom intervalu iznosi: 


 
2 62


21000 60 10
30 ( )


2 2
C


tu C
w t J


  
      


b) Na intervalu t=(1:2) ms napon je konstantan: 


 


u= 1   (V), a struja kroz kondenzator je nula: 


660 10 0 0 ( )c
c


du
i C A


dt


      


Trenutna snaga je: 


1 0 0 ( )Cp u i W      


Dok je energija: 
2 2 6


61 60 10
30 10 ( )


2 2
C


u C
w J



  


     


 


c) Na intervalu t=(2:3) ms za napon može se pisati: 
3( ) 10 3 ( )u t t V      


Struja kroz kondenzator je: 


 660 10 1000 0,06 ( )c
c


du
i C A


dt


        


Energija iznosi: 


 
2 62


2 31000 3 60 10
30 0,18 0,27 10 ( )


2 2
C


tu C
w t t J





    
         


 


 


AV2-Z2: Zadan je spoj prema slici 2.2.a. Na slici 2.2.b. nacrtan je dijagram vremenske 


ovisnosti napona idealnog izvora gdje je R = 2 Ω; L = 1 H; C = 0,5 F; za t ≤ 0, iL = 0 i 


uc = 0. Odrediti: 


1) iR(t); iC(t); iL(t); i(t) i nacrtati dijagrame tih struja 


2) iznose tih struja u trenucima: 0,5 s; 0,9 s; 1 s i 2 s. 
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AC R L
C


iR iCiL


i


u(V)


t(s)10 2 3


Sl. 2.2.b.


2


Sl. 2.2.a.  


Rješenje: 


1a)  t1=(0:1) ms 


u1(t1)=2t;    1 1
1


( ) 2


2
R


u t t
i t t A


R



     


 
1 1


2


1 1 1


0 0


1 1
( ) (0) ( ) 0 2


1


t t


L Li t i u t dt tdt t A
L


         


 1
1


( )
( ) 0,5 2 1C


du t
i t C A


dt
      


Ukupna struja na intervalu od 0 do 1 ms iznosi: 


 2


1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 1R L Ci t i t i t i t t t A        


1b) t2=(1:T2)  (ms) 


u2(t2)= 2 (V); 2 2
2


( ) 2
( ) 1 ( )


2
R


u t
i t A


R
     


 
1 2


2 1 2 2 2


0 1


1 1
( ) ( ) ( ) 1 2 2 1


1


t t


L Li t i T u t dt dt t A
L


         


 2
2


( )
( ) 0,5 0 0C


du t
i t C A


dt
     


Ukupna struja na intervalu od 1 do T2 ms iznosi: 


 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) 2R L Ci t i t i t i t t A      


Vremenski dijagrami struja prikazani su na slikama 2.2b, 2.3c, 2.3d i 2.2e : 
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Slika 2.2 


2.)  Iznosi struja za 0,5 s: 


(0,5) 0,5 ( ); (0,5) 0,25 ( ); (0,5) 1 ( ); (0,5) 1,75 ( )R L Ci A i A i A i A      


3.)  Iznosi struja za 0,9 s: 


(0,9) 0,9 ( ); (0,9) 0,81 ( ); (0,9) 1 ( ); (0,9) 2,71 ( )R L Ci A i A i A i A     


3.)  Iznosi struja za 1 s: 


(1) 1 ( ); (1) 1 ( ); (1) 1 ( ); (1) 3 ( )R L Ci A i A i A i A     


3.)  Iznosi struja za 2 s: 


2(2) 1 ( ); (2) 3 ( ); (1) 0 ( ); ( ) 4 ( )R L Ci A i A i A i t A     


 


AV2-Z3: Napon priključen na paralelnu kombinaciju R = 4 Ω i L = 10 mH (sl.2.4.a.) ima 


oblik prikazan na slici 2.4.b. Odrediti valni oblik ukupne struje i. 


 


AC R L


i


Sl. 2.3.a.


u (t)


0 5 10 2015


u(V)


t(ms)


20


-20


Sl.2.3.b.  
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Za t1=(0:5) ms: 


1


1 1


1 1
1


1 1 1 1 1


0


1 1 1 1 1


( ) 20 ( )


( ) 20
( ) 5 ( )


4


1 1
( ) (0) ( ) 0 20 2000 ( )


0,01


( ) ( ) ( ) 2000 5 ( )


R


T


L L


R L


u t V


u t
i t A


R


i t i u t dt t t A
L


i t i t i t t A





  


      


    





  


Za t2=(5:10) ms: 


2


2 2


2 2
2


2 1 2 2 2 2


10


2 2 2 2 2


( ) 20 ( )


( ) 20
( ) 5 ( )


4


1 1 1
( ) ( ) ( ) 10 20 20 0,005 20 2000 ( )


0,01 0,01


( ) ( ) ( ) 2000 15 ( )


R


T


L L


R L


u t V


u t
i t A


R


i t i T u t dt t t A
L


i t i t i t t A


 



   


         


     





 


Vremenski dijagram ukupne struje prikazan je na slici: 2.3c. 


 


Slika: 2.3c 


 


AV2-Z4: U spoju (sl.2.4.a) u trenutku t = 0 počinje djelovati izvor napona; L = 1H; R = 0,5 


Ω; C = 1F. Na slici 2.4.b. prikazan je dijagram vremenske ovisnosti napona na 


stezaljkama svitka. Napon na kondenzatoru pri t = 0 je 0 V. Izračunati uR(t); uC(t); 


uL(t) i nacrtati dijagram vremenske ovisnosti napona. 


AC


R L


C


t(s)10 2 3


Sl. 2.4.b.


4


Sl. 2.4.a.


uL(t)


 


Rješenje: 
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(Za t1=(0:2) s, u1(t1)= 2


1 1 1( ) 2 2 4 ( )u t t t V      ; za t2=(2:T2) s, 2 2 2( ) 8 4 ( )u t t V   ; vremenski 


dijagram napona slika 2.5 ) 


 


Slika: 2.5 


 


AV2-Z5  Vremenska ovisnost napona priključenoga na paralelnu kombinaciju R = 5 Ω i C = 


400 µF (sl. 2.6.a.) prikazana je na slici 2.6.b. Treba odrediti valni oblik struje i (t). 


AC R


i


Sl. 2.6.a.


u (t)


0 2 4 6 8


u(V)


t(ms)


50


-50


Sl.2.6.b.


C


 


Rješenje:( Za t1=(0:2 ) ms, u1(t1)= 1 1( ) 5000 10 ( )i t t A    ; za t2=(2:4) ms, 2 2 2( ) 5000 ( )i t t A   ; 


vremenski dijagram napona slika 2.7 ) 


 


 


Slika: 2.7. 


AV2-Z6 Kroz serijski RLC spoj (R=2 Ω, L=2 mH, C=500 µF, uC(O)=0) teče struja valnog 


oblika kao na slici 2.8a. Odredite napone: uR, uL i uC. 







AV2-OE2_stručni R,L,C u izmjeničnom strujnom krugu Dr.sc. Venco Ćorluka 


 


 


Slika 2.8a      Slika 2.8b 


Rješenje: 


a) t1=(0:1) ms; uR=2000t (V) ; uL= 20 (V); uC= 107t2 (V) 


b) t2=(1:2) ms ; uR=20 (V) ; uL= 0 (V); uC= 2∙104t-10 (V) 


c) t3=(2:4) ms; uR=-20∙10-3t+60 (V) ; uL= -20 (V); uC= -107t2+ 6∙104t-50 (V) 


d) t4=(4:5) ms; uR=-20 (V) ; uL= 0 (V); uC= -2∙104t+110 (V) 


e) t5=(5:6) ms; uR=2∙104 -120 (V) ; uL= 20 (V); uC= 107t2-12∙104t+360 (V) 


Valni oblici napona na induktivitetu i kondenzatoru dani su na slikama 2.9a i 2.9b 


    


Slika 2.9a      Slika 2.9b  
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3. PRIJELAZNE POJAVE 


 


3.1.Prijelazne pojave u mreži s otporom i induktivitetom 


 


 


Serijski spoj otpora i induktiviteta:  


 


 


Naponska jednadžba: 


 


;
R L


di
E u u L i R E


dt
         (3.1) 


 


Struja kroz R i L: 


 


1
t R


L
E


i e
R



 


  
 


       (3.2) 


 


Napon na induktivitetu: 


 
t R


L
L


di
u L Ee


dt






        (3.3) 


 


Napon na otporu: 


1
t R


L
R L


u E u E e



 
    


 
     (3.4) 


Energija na induktivitetu: 


 
2


2
L


L I
W



        (3.5) 


 


 


 


 


 


 


 


R


L


i


E
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Kratki spoj RL 


 


i


P


R


L


E


 
 


 


Naponska jednadžba: 


0;
R L


di
u u L i R


dt
           (3.6) 


Struja kruga: 


 


0( )
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
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Napon na induktivitetu: 
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L
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

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Energija na otporu: 


 
2 0
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( )
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L i
W



        (3.9) 


 


3.2. Prijelazne pojave u mreži s otporom i kapacitetom 


 


Serijski spoj otpora i kondenzatora: 
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C


i


E


 
 


Naponska jednadžba: 
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; C
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du
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dt
        (3.10) 


 


 


Struja kroz R i C: 
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i e
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
         (3.11) 


 


Napon na otporu: 
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R C
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
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Napon na kondenzatoru: 


 


1
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u E e




 


  
 


        (3.13) 


 


 


 


 


Izbijanje kondenzatora: 
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Naponska jednadžba: 


 


0
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Napon na kondenzatoru: 
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u U e

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Napon na otporu: 
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u U e



          (3.16) 
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Struja izbijanja: 


 


0


t


R C
U


i e
R



         (3.17) 


 


 


AV3-Z1: Krug se sastoji od serijski spojenog svitka L = 0,1 H i otpornika R = 10 Ω 


priključenih na izvor istosmjernog napona U = 100 V. Odrediti vrijeme u toku 


kojeg struja dosegne 90 % svoje stacionarne vrijednosti. Kolika je brzina porasta 


struje u trenutku uključivanja i u trenutku kada struja ima 90 % stacionarne 


vrijednosti. 


Rješenje: 


Prema jednadžbi 3-2 struja kroz otpor i induktivitet iznosi: 


( ) 1
R


t
L


E
i t e


R


  
  


 
  


Iz ovog izraza nađemo vrijeme t: 


ln 1 L


L R
t i


R E


 
     


 
  


Maksimalna vrijednost struja nastupa pri t = ∞, odnosno Im = E/R= 100/10= 10 (A) 


Kod 90 % stacionarne vrijednosti struja iznosi: 


(90%) 0,9 0,9 10 9 ( )
E


I A
R


       


Vrijeme za koje je to potrebno iznosi: 


0,1 10
(90%) ln 1 (90%) ln 1 9 0,023 ( )


10 100


L R
t I s


R E


   
             


   
 


Brzina porasta di/dt u trenutku uključivanja iznosi: 


100
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R
t


L
di E E A


e
dt L L s


   
     
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A kod t = 23 ms brzina porasta je: 
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AV3-Z2:Strujni krug na slici 3.1. priključuje se na izvor istosmjernog napona. Nacrtati 


krivulju promjene struja u krugu – i1(t); i2(t) i i3(t) i odrediti odgovarajuće izraze.  


R


L


i1


Sl. 3.1.


3R


E


i2


i3S


 


 


Rješenje: 


Primjenjujući jednadžbe 1. i 2. KZ dobivamo: 


2 1 1 2 33 0; 0;L Lu i R E i R u i i i           


Kombiniranjem ovih jednadžbi dobiva se diferencijalna jednadžba preko struje i3: 


3 3 3
3 3


3 3


L di di L di
L i R E L i R E


dt dt dt


 
           


 
      (3-18) 


Ovu linearnu diferencijalnu jednadžbu prvog reda možemo riješiti seperacijom varijabli: 


3


3


3


4


di dt


E R i L






  
  


Opće rješenje je: 


3


4
3


R
t


LE R i K e



              (3-19) 


Uz početne uvjete za t=0, i3=0 iz gornje jednadžbe dobivamo  konstantu K: 


K = E 


Uvrštavanjem K u (3-19) i uzimajući da je vremenska konstanta 
4


3


L


R
   , može se za i3 pisati: 


3( ) 1 ( )


t
E


i t e A
R



 


   
 


  


Struju i2 dobijemo iz 2. KZ: 
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3
2


1
( )


3 3 4


t t


Lu L di L E E
i e e A


R R dt R R R
 





 


           


Iz 1. KZ struja i1 je: 


1 2 3


3
1 1 ( )


4 4


t t t
E E E


i i i e e e A
R R R


  
     


            
   


  


Valni oblici struja prikazani su na slici 3.1.1 


 


 


Slika 3.1.1 


 


AV3-Z3:U krugu prema slici 3.4. sklopka S stavlja se u trenutku t = 0 u položaju 1. Nakon t' 


= τ prebačena je u položaj 2. Odrediti i nacrtati funkciju i (t) ako su vrijednosti 


elemenata R = 500 Ω; C = 0,5 µF; U1 = 20 V i U2 = 40 V. 


 


R


CU1 U2


1 2


i


Sl. 3.4.  


Rješenje: 


Za položaj „1“ struja u krugu je prema izrazu (3-11): 


1( )


t


RC
U


i t e
R





   
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Nakon vremena t'=τ gdje je τ=RC=0,00025 (S) struja iznosi: 


'


40001' 0,04 0,014 ( )


t


RC
U


I e e A
R






       


Napon na kondenzatoru je: 


'


1( ) 1 20 1 12,6 ( )


t


CU U e e V





 
    


        
   


  


Nakon prebacivanja sklopke u položaj „2“ jednadžba kruga glasi: 


2


2 2 2 2 2 2


1
0 ( ) ( ) 0


t


C CU u i R U u i t dt i R
C





           


 Ako jednadžbu integriramo po dt dobijemo običnu diferencijalnu jednadžbu sa separiranim 


varijablama  


2 2i di
R


C dt
     


Struja i2 pri uključivanju sklopke u položaj „2“  jednaka je: 


2
2


( )
' ( ) 0,105 ( )cU u


t i A
R



 



        


Konačno rješenje diferencijalne jednadžbe uz uvjet t'=τ, i2(τ)= -0,105 (A) glasi: 


2


2( ) 0,105 ( )


t


i t e A



    


Vremenski dijagram struje u krugu prikazuje slika 3.4.1 


 


 


Slika: 3.4.1 
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AV3-Z4:Nakon uspostavljanja stacionarnog stanja zatvaramo sklopku S (slika 3.2. ). 


Prikazati krivulju i (t) i napisati izraz za struju kroz svitak. 


E


L


R


R S


i(t)


Sl. 3.2.  


Rješenje: 


2; 2 ( )
2


R
t


L
R di E


i L E i e A
dt R


  
       


   


 


AV3-Z5:U krugu serijski su spojeni kondezator C = 2 µF i otpornik R = 1000 Ω. Krug je 


priključen na konstantan napon. U trenutku t1 = 0,002 s nakon priključenja, napon 


na kondenzatoru postigne vrijednost U1 = 200 V. Nakon koliko vremena će napon 


na kondenzatoru postignuti vrijednost U2 = 250 V. 


Rješenje: 


t2=3,1  (ms); E=317,4 (V) 


 


AV3-Z6:Spoj prema slici 3.3. priključuje se na izvor istosmjernog napona. Nacrtati krivulju 


promjene svih struja u mreži i napona na kondenzatoru. Izvesti izraz za struje. 
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Sl. 3.3.
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Rješenje: 


1 2 3


3
1 3 ; ; 1 ;


4 4 4


t t t
E E E RC


i e i e i e
R R R


   
     


            
     
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1. VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI 


 


1.1.Efektivna i srednja vrijednost 


 


Srednja i efektivna vrijednost izmjenične električne veličine: 


 


𝑋𝑠𝑟 =
1


𝑇
∫ 𝑥(𝑡)𝑑𝑡;


𝑇


0
      𝑋𝑒𝑓 = √


1


𝑇
∫ 𝑥2(𝑡)𝑑𝑡


𝑇


0
       (1.1) 


 


Tjemeni faktor i faktor oblika: 


 


𝑘𝑡 =
𝑋𝑚


𝑋𝑒𝑓
;  𝑘0 =


𝑋𝑒𝑓


𝑋𝑠𝑟
        (1.2) 


 


 


AV1-Z1: Kroz otpor R = 10 Ω teče struja valnog oblika kao na slici 1.1. Odrediti efektivnu i 


srednju „ispravljenu „ vrijednost struje. 


 


0


i(t)


t(ms)1 2 3 4


1


-3


 
Sl. 1.1. 


 


Riješenje: 


 


Signal možemo podijeliti u dva intervala: prvi T1: od 0 do 3 ms i drugi T2: od 3 do 4 ms 


Za prvi interval T1, srednja vrijednost struje Is1 je uz periodu T=4 ms: 


 t1= (0:3) ms, i1(t1)=1,    
1 3


1 1 1


0 0


1 1
1 0,75 ( )


4


T


sI i t dt dt A
T


      


Za drugi interval T2, srednja vrijednost struje Is2 : 


t2= (3:4) ms, i2(t2)=3:  
2 4


2 2 2


0 3


1 1
3 0,75 ( )


4


T


sI i t dt dt A
T


        


Ispravljena srednja vrijednost struje jednaka je ukupnom zbroju apsolutnih vrijednosti 


srednjih vrijednosti struja na pojedinim intervalima: 


1 2 0,75 0,75 1,5 ( )s s sI I I A       
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Srednju vrijednost možemo naći i na jednostavniji način ako znamo da je srednja vrijednost 


nekog signala jednaka površini A tog signala kroz periodu T. Kako je signal u ovom slučaju 


podijeljen na dva dijela to je srednja vrijednost jednaka zbroju ukupnih površina pojedinih 


signala kroz periodu: 


1 2 1 3 3 1
1,5 ( )


4
s


A A
I A


T


   
     


Efektivna vrijednost struje Ie1 na intervalu od 0 do 3 ms iznosi: 


t1= (0:3) ms, i1(t1)=1,  
3 3


2 2


1 1 1


0 0


1 1
( ) 1 0,866 ( )


4
eI i t dt dt A


T
      


a na intervalu od 3 do 4 ms efektivna vrijednost Ie2 iznosi: 


t2=(3:4) ms, i2(t2)=3,  
4 4


2 2


2 2 2


3 3


1 1
( ) 3 1,5 ( )


4
eI i t dt dt A


T
      


Ukupna efektivna Ie vrijednost jednaka je drugom korijenu sumi kvadrata pojedinih 


efektivnih vrijednosti: 


2 2 2 2


1 2 0,86 1,50 1,73 ( )e e eI I I A       


 


 


AV1-Z2:  Otpor R = 10 Ω priključen je na napon valnog oblika kao na slici 1.2. Odrediti 


struju i(t); snagu p; srednju snagu P; efektivnu i srednju „ispravljenu“ vrijednost 


struje. 


 


0
10 20 30 40


u(V)


t(ms)


10


-10


Sl.1.2.
 


 


Rješenje: 


Period signala je 30 ms i možemo ga podijeliti na 4 intervala: t1=(0:10) ms, t2=(10:15) ms, 


t3=(15:20) ms i t4=(20:30) ms. Srednja vrijednost napona je: 


 


1 2 3 4


10 10 10 10
10 5 5 10


2 2 2 2 5 ( )
30


s


A A A A
U V


T


        
     


Sredna ispravljena struja kroz otpor iznosi: 


5
0,5 ( )


10


s
s


U
I A


R
     


Za računanje efektivne vrijednosti napona potrebno je naći jednadžbe pravca na intervalima 0 do 10, 


od 10 do 20 i 20 do 30 ms: 
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t1=(0:10) ms, u1(t)=1000t;   
1 0,01


2 2


1 1 1


0 0


1 1
( ) (1000 ) 3,33 ( )


30


T


eU i t dt t dt V
T


      


t2=(10:20) ms, u2(t)=-2000t+30;   
2


1


0,02
2 2


2 2 2


0,01


1 1
( ) ( 2000 30) 3,33 ( )


0,03


T


e


T


U i t dt t dt V
T


        


t3=(20:30) ms, u2(t)=1000t-30;   
3


2


0,03
2 2


3 3 3


0,02


1 1
( ) (1000 30) 3,33 ( )


0,03


T


e


T


U i t dt t dt V
T


       


 


2 2 2 2 2 2


1 2 3 0,33 0,33 0,33 5,77 ( )e e e eU U U U V         


Efektivna vrijednost struje kroz otpor iznosi: 


5,77
0,577 ( )


10


e
e


U
I A


R
     


Trenutna snaga na intervalu od 0 do 10 ms: 
2 2


5 21 1
1 1 1 1 1 1


( ) (1000 )
( ) ( ) ( ) 10 ( )


10


u t t
p t u t i t t W


R



       


Trenutna snaga na intervalu od 10 do 20 ms: 


 
2 2


22 2
2 2 2 2 2 2


( ) ( 2000 30)
( ) ( ) ( ) 10 ( 200 3) ( )


10


u t t
p t u t i t t W


R


  
          


Trenutna snaga na intervalu od 20 do 30 ms: 
2 2


23 3
3 3 3 3 3 3


( ) (1000 30)
( ) ( ) ( ) 10 (100 3) ( )


10


u t t
p t u t i t t W


R


 
         


Srednja snaga P: 


2 2


0


( ) 0,577 10 3,3 ( )


t


eP p t dt I R W        


 


 


AV1-Z3: Kroz otpor R = 10 Ω teče struja valnog oblika kao na slici 1.3. Odrediti efektivnu; 


srednju „ispravljenu „ vrijednost struje i srednju snagu P. 


0 10 20


i(t)


t(ms)


10


-10


Sl.1.3.
 


 


Rješenje: 


 


R=10 (Ω); T=10 (ms); Im = 10 (A) 


Struja se može zapisat u obliku kosinusa: 
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i(t)=10*cos(ωt) 


Srednja ispravljena vrijednost struje: 


1 0,05


0 0


1 1 20
2 ( ) 2 10 cos(100 ) ( )


0,01


T


sI i t dt t dt A
T 


         


Efektivna vrijednost struje: 


 


   
1 0,0052 2


0 0


1 1 10
2 ( ) 2 10*cos(100 ) ( )


0,01 2


T


eI i t dt t dt A
T


        


Radna snaga na otporu iznosi: 
2


2 10
10 500 ( )


2
eP I R W


 
     


 
  


 


AV1-Z4. Za funkciju danu izrazom: u(t) = 12+5sin(ωt) – 3cos(3ωt) [V], treba odrediti srednju 


vrijednost napona; srednju „ispravljenu“ i efektivnu vrijednost napona. 


 


(Rješenje: Us=12 (V); Uis=12 (V); Ue= 12,69 (V)) 


 


 


AV1-Z5. Treba odrediti faktor oblika za signal prikazan slikom 1.4. 


 


 
Slika 1.4. 


 


(Rješenje: k0 = 1,138) 


 


 


AV1-Z6. Izračunati efektivnu vrijednost struje čija je vremenska promjena prikazana slikom 


1.5. 


 


 
Slika 1.5. 


 


(Rješenje: Ie = 1,29  (A)) 
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8. METODE ZA RJEŠAVANJE SLOŽENIH STRUJNIH KRUGOVA 


8.1. Metoda konturnih struja 


Teorijski uvod 


Kirchhoffov zakon za struje (KZS) (I Kirchhoffov zakon): 


∑ 𝐼𝑘 = 0𝑛
𝑘=1                                     (6.1) 


 


Kirchhoffov zakon za napone (KZN) (II Kirchhoffov zakon): 


∑ 𝑈𝑗 = 0𝑚
𝑗=1        (6.2) 


 


Postupak: 


1. Prvo zadamo po volji smjerove struja grana i napone na strujnim izvorima. 


2. Zatim zadamo po volji smjer obilaska svih nezavisnih petlji za pisanje jednadžbi KZN-a. 


3. Pišemo jednadžbe KZN-a za sve nezavisne petlje i jednadžbe KZS-a za sve čvorove osim jednog. 


4. Riješimo dobiveni sustav linearnih jednadžbi. 


 


Postupak kod analize mreže metodom konturnih struja: 


1. Po volj se zadaju smjerovi struja svih grana i naponi na strujnim izvorima. 


2. Po volji se zadaju smjerovi svih konturnih struja. 


3. Za sve konture se pišu jednadžbe KZN-a uz smjer obilaska konture jednak smjeru konturne struje. 


4. Riješi se dobiveni sustav jednadžbi s konturnim strujama kao nepoznanicama. 


5. Struje grana se izraze preko konturnih struja i izračunaju se. 
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AV8-Z1: Metodom konturnih struja odrediti struje grana u zadanoj mreži na Slici 8.1. Zadano je: E1 


=100/00;  E2 = 100/900;  R=XL = 5 Ω; XC = 2 Ω. 


AC
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RA


B


 


Rješenje: 


Petlja A: 1 ( ) 0A A BCE I jX I R I R         


Petlja B: 2 0B B ALI R I jX I R E         


Rješavanjem sustava 2 linearne jednadžbe dobiju se struje IA i IB : 


IA = 27,73/-56,310  (A) , IB=32,3/-115,350 (A) 


Struje grana su:  


I1 = IA= 27,73/-56,310  (A);  I2 = IA-IB = 29,87/11,890  (A); I3= IB = 32,3/-115,350 (A) 


 


AV8-Z2: Za naznačeni smjer obilaska metodom konturnih struja o