SVEUCILISTE U ZADRU _MATEMATIKA
ODJEL ZA EKONOMIJU 6. VJEZBA — PRIMJENA
DIFERENCIJALNOG RACUNA

Postupak crtanja grafa funkcije:
1. Odrediti domenu funkcije
2. Odrediti sjeciSta funkcije s koordinatnim osima:
sjeciste s osi x dobijemo za y =0
sjeciste s osi y dobijemo za x=0
3. Odrediti asimptote funkcije (ako ih zadana funkcija ima)
4. Odrediti intervale monotonosti i ekstreme funkcije

S. Odrediti tocke infleksije i intervale konkavnosti i konveksnosti

Zadatak 1. Nacrtajte graf funkcije f(x)=x"+x>—6x

Rjesenje:

1. D(f) =R (zadana funkcija je polinom)

2. Odredimo presjeke s koordinatnim osima:
x=0 = y=f(0)=0"+0"-6-0=0
= presjek s osi y je u tocki |(0,0)

y=0 = X +x°-6x=0

x(x*+x-6)=0
x(x=2)(x+3)=0 = x,=0,x,=2, x;,=-3

= presjek s osi x je u totkama: [(0,0), (2,0)i (=3,0)

3. Asimptota nema

4. v =3x"+2x-6
Stacionarne to¢ke odredimo iz uvjeta: y =0

3 +2x-6=0 = x =11, x,=-1.8
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y =6x+2
YA1)=86>0 = m(.1LfA1)=01L-41
y'(~1.8)=-8.8<0 =| M(-1.8, f(~1.8))=(-1.8,8.2)

Provjerimo intervale monotonosti:

—< 1.8 1.1 +«

Y =3x"+2x-6 | + - +

y Ve N Ve

5. Togke infleksije odredimo iz uvjeta: y” =0

6x+2=0 = x=—%=—0.3

Tocka infleksije: ‘(—0.3, f(=0.3)) = (—0.3,1.9)|

Provjerimo intervale konkavnosti i konveksnosti:

—o< 0.3 4o

y'=6x+2 | - +

y N | u
A Ls ] 4 4 I A
G4 -§ =2 -0 i S

Slika 1. Graf funkcije f(x)=x"+x>—6x

Josipa Perkov, prof., predavac -2-



SVEUCILISTE U ZADRU _MATEMATIKA
ODJEL ZA EKONOMIJU 6. VJEZBA — PRIMJENA
DIFERENCIJALNOG RACUNA

Zadatak 2. Nacrtajte graf funkcije f(x)=—x*+4x>

Rjesenje:
1. D(f) =R jer je zadana funkcija polinom

2. Presjeci s koordinatnim osima:

x=0 = y=f(0)=0*"-4-0>=0 = graf prolazi kroz ishodiste [(0,0)

y=0 = —x'+4x’ =0 (X’ -4)=0 —x*(x-2)(x+2)=0

= sjeciSte s osi x su tocke ((0,0),(2,0) i (-2.0)|

3. Budu¢i je zadana funkcija polinom ona nema asimptota

4. f(x)=—4x +8x=0 —4x(x*-2)=0
= stacionarne to¢ke su x, =0, x, = \/5 =14, x;,=—J2 =-1.4, a vrijednosti
funkcije u tim tockama su:

F0)=0, f(2)=(2)"-4(W2)> =4-4.2=—-4= f(—/2)

f(x)=—12x*+8

f7(0)==12-0>+8=8>0 = |m(0,0)

FN2)=-12(42) +8=-16<0 = |M,(1.4,-4)

F(~N2)==12(—2)> +8=-16 <0 = |M,(~1.4,~4)

o 14 0 14 4o
f(x)=—4x+8x | + - + -

f 2 N 7 N
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5. f(x)=—12x*+8
—12x*+8=0
12x* =8

Tocke infleksije: |7;(=0.8,0.1), 7,(0.8,0.1)

Odredimo jos intervale konakvnosti i konveksnosti:

—oc (). 0. foc
ff(x)=-12x"+8 | - +

f N U | N

Slika 2. Graf funkcije f(x)=—x"+4x’
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Zadatak 3. Nacrtajte graf funkcije f(x)=(x—1)*(x+1)’

Rjesenje:
1. D(f) =R jer je zadana funkcija polinom

2. Sjecista s koordinatnim osima:

x=0 = y=£(0)=0-1)>0+1)° =1 = sjeciste s osi y je totka [(0,])

y=0 = (x=D>(x+1)> =0 = sjeciste s osi x su tocke |(1,0)|i|(=10)|

3. Budu¢i je zadana funkcija polinom nema asimptota

4. Odredimo ekstreme i intervale monotonosti:
f'(x)=2(x—1)(x+1)2 +()c—1)2 -2(x+1):2(x—1)(x+1)[x+1+x—1]=4x(x—1)(x+1)

= stacionarne tocke su x, =0, x, =1, x, =-1

4x — - + +

x—1 - - - +
x+1 — + + +
predznak f' | — + - +
funkcija f N 2 N 2

Radi lakSeg racunanja druge derivacije, prvu derivaciju napiSimo u obliku:

f/(x)=dx(x=D(x+1)= dx(x* —1)=4x" —4x

Tadaje f"(x)=12x> -4
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£70)=12-0> —4=-4<0 = M(0, f(0)) =
F-D=12-(-1)>-4=8>0 = m(-1, f(-1)) =
FH=12-1>-4=8>0 = m(, f1) =

Slika 3. Graf funkcije f(x)=(x—1)*(x+1)?

X

Zadatak 4. Nacrtajte graf funkcije f(x) =—; T
x% -

Rjesenje:

1. Odredimo domenu. Budu¢i je zadana funkcija racionalna funkcija, domenu €ine svi

realni brojevi bez nultocki nazivnika:

=

= |

e
o

+ = <

=
I

Dakle, D(f)= R\ {-1, 1}

2. Odredimo presjeke zadane funkcije s koordinatnim osima:

x=0= y=f(0)= =0 = funkcija prolazi kroz ishodiste |(0,0)

0> -1
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=0= =0 x=0
Y x> -1

3. Vertikalne asimptote su pravci |x =-lix= 1|

| —

. : . 0 . . .
lim———— =lim—* = 0" 0 = pravac je horizontalna asimptota

R e AR S PRI b

4. Odredimo derivaciju zadane funkcije:

’

,_( X j_xz—l—x-Zx_—xz—l
i -1 (1)

Stacionarne tocke odredujemo iz uvijeta: y =0

Ova kvadratna jednadZba nema realnih rjeSenja, tj. zadana funkcija nema stacionarne
tocke, tj. zadana funkcija nema ekstrema. U tom sluc¢aju, funkcija je ili stalno rastuca ili

stalno padajuca (odredimo po predznaku prve derivacije)

2
, —x -1 e s .
y = % <0 = funkcija je stalno padajuca
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X

Slika 4. Graf funkcije f(x)=

xt =1

Zadatak 5. Nacrtajte graf funkcije f(x)=

+1°
Rjesenje:

1. D(f)=R\{-1}

2

0
2. x=0= y=f(0)=
y=f(0) 011

=0 = funkcija prolazi kroz ishodiste |(0,0)

3. Vertikalna asimptota je pravac

Xt X ) 1 1
lim 5 =1lim =
oex4l/ixt o=l 1040

X )Cz

=oco = funkcija nema horizontalnu asimptotu

Potrazimo kosu asimptotu: y = kx+/
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2

X
— 2. .2
[ AC R TANE £ B TP ST, S T S
X x Xy xoe x5 4 x /i x =y I 140
+7
X
2 2 2 .
= lim[ £ (x) - x] = lim| < — x| = lim =X =% i =Xy 2L
x> | x+1 S=x+l esxtl/ix o 1140

Kosa asimptota je pravac

4. Odredimo derivaciju zadane funkcije:

’

, (xz J _2x()c+1)—x2 _x2+2x

O G+’ (x41)

Odredimo stacionarne toc¢ke:

x> +2x

1D =0 e xX’+2x=0 & x(x+2)=0
X+

Stacionarne tocke su x, =0, x, =-2.

Koja vrsta ekstrema (minimum ili maksimum) se nalazi u kojoj stacionarnoj tocki,

odredit ¢emo preko pada i rasta funkcije, tj. preko predznaka prve derivacije:

—o0o =2 (0 4oo

,_x2+2x

= |+ =+
(x+1

y

y

Iz tablice se vidi da funkcija ima maksimum u x = -2 (lijevo od te tocke funkcija je
rastuca, a desno od te tocke funkcija je padajuca). Odredimo joS$ vrijednost funkcije u toj

toCki kako bismo imali to¢ne koordinate maksimuma.
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Dakle, maksimum funkcije se nalazi u tocki |M (-2,-4)|.

Analogno, minimum funkcije je u to¢ki x =0, tj. {m(0,0)|.
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x=-—1
-4 -3 -2
y=x—+1

Slika 5. Graf funkcije f(x)=
X

Zadatak 6. Nacrtajte graf funkcije f(x)=

Rjesenje:

2x* —8x—10
x> —4x+3

X

2

+1

1. Nultocke nazivnikasu x, =11 x, =3, pa je domena funkcije D (f) =R\ {1,3}

2. Presjeci s koordinatnim osima:

x=0: y=f(0)=

0°-4-0+3

Funkcija sije¢e os y u |(0, —3.3)

Josipa Perkov, prof., predavac
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2_ —_—
y=0. 2780 g 0 81020 = x =1 1, =5
x —4x+3

Funkcija sijece os x u to¢kama |(—=1,0) 1 (5,0)

3. Vertikalne asimptote su pravci

’ 8 10
. 2x* —8x—10/:x’ x xr 2-0-0
lim > > =lim = =
xoe x* —A4x4+3/:x = 4 3 1-0+40
X x

Horizontalna asimptota je pravac

4. Odredimo derivaciju zadane funkcije:

’

, (2x2—8x—10j _ (x=8)(x* —4x+3)-(2x" ~8x—10)(2x—4) _

Yo Y —ax 13 (x> —dx+3)

_4x —16x7 +12x—8x” +32x - 24 —4x° +8x” +16x> —32x+20x—40 _
(x> —4x+3)°
o 32x-64 32(x-2)
(x* —4x+3)*  (x* —4x+3)’

=0 & Mzo & 32(x—2)=0 = x=2 stacionarna tocka
Y (x> —4x+3)°
—0 2 400
. R(x-2)
(—dx+3)? | | T
y

Iz tablice se vidi da funkcija ima minimum u x = 2 (lijevo od te toCke funkcija je
padajuca, a desno od te tocke funkcija je rastu¢a). Odredimo jo$ vrijednost funkcije u toj

toCki kako bismo imali to¢ne koordinate minimuma.
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2.2 -8-2-10 _—18

. =18
22 —4.243 -1

f(2)=

Dakle, minimum zadane funkcije nalazi se u |(2,18)
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I
I
1
1
x=|l :
I x=3
i i
I I
I I
I 1 =
b
i 1
I 1
1 1
1 1
I I
] i
i
2
Slika 6. Graf funkeije f(x) = = ox 10
x°—4x+3
Zadatak 7. Nacrtajte graf funkcije f(x)= 21 1
x —
Rjesenje:
1. D(f)=R\{-2,2}
2. Nadimo sjecista funkcije s koordinatnim osima:
1

1 . o
x=0=> y:—Z: graf sijece y os u tocki

=0=
g x*—4

Josipa Perkov, prof., predavac

(

0,——
4

)

=0=1=0 $to nije istina, dakle, funkcija ne sijece x os
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3. Vertikalne asimptote su pravci |x =2 1 x= —2\

1
. 1/: )C2 . xz 0 . . .
11m#/2 =lim = n =0 = horizontalna asimptota je pravac
X—>00 x i :x X—>00
1——
2
X

4. Ispitajmo sada monotonost i nadimo lokalne ekstreme:

;TP =4-1(* -4 -2x
g * 4 (x4

=0 & —-2x=0 = x=0 je stacionarna tocka

Napravimo sada tablicu predznaka prve derivacije:

, —-2x
YTy

y

frx)=— 2(x" —4)" —(=2x) - 2(x* —4)-2x _ 2(x” — 4+ 4+4x2]: 2(3x% +4)
S 4y’ o =4y

” . e . . . 1
£7(0) = 2 43 = 8 = 1 < 0= funkcija ima maksimum za x=0, . M(O,——j
(-4)” -—-o64 8

Napomena: u ovom zadatku smo provjerili o kojem se ekstremu radi u stacionarnoj tocki
x = 0 pomocu druge derivacije. Da se u stacionarnoj tocki x = 0 radi o maksimumu

mogli smo utvrditi i iz tablice predznaka prve derivacije.
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—

1

Slika 7. Graf funkcije f(x) =—; 1
x —
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