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7. NEODREDJENI INTEGRALI 
 
7.1 Opcenito o integralu i pravilima integriranja 
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7.2 Neodredjeni integral razlomljene racionalne funkcije 
 
Integral razlomljene racionalne funkcije je naj rajrasireniji integral i pojavljuje se u vise razlicitih 
oblika, zavisno o stupnju potencije u brojniku i nazivniku izraza. Integrala ima opci oblik: 
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du dt tdt dk u a t a

uu du t t a t a dt u u a u a

I u

a

I u

u

u u a

−= + =
⇒ ⇔ ⇓ = = = = + =

=

= + +

+ ⇒ =

= + − + = + − +
+

+ −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
2

2

2
2 2 2 2

22

o sada
2

Sada mozemo napisati cijeli izraz:

1 ln  odnosno:  
2 2

1 1 1 3 3 1 1ln
2 2 2 2 8 2 2

aa

aI u u a u u a

I x x x x

+ +

= + + + +

        = + + + + + + +                 

22

2 2

3
2

1 1 3 11 ln 1
2 2 8 2

C

I x x x x x x C

 
+ +  
 

   = + + + + + + + + +   
   

 

2I

2 2

2 2
2 22

 rijesim     I :

ln tipski integral  .

I

duI u u a
u a

= = + +
+

→∫

 
 

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2
16.  a x a xI a x dx a x dx dx

a x a x
− −

= − = − =
− −

∫ ∫ ∫ =  
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

1 2 1

2
2 2

2 2 2 2 2 2

2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

sin

; ;

1
1 22
2

dx x dx xI a dx I a C
aa x a x a x

u xx x xdx x dx dv v
du dxa x a x a x a x

a x kx dv v
xdx dk xdx dk

I I I

ka x

−= − ⇒ = − = = +
− − −

 = = = ⇒ = = = − − − 
 − =
 = ⇒ ⇒ = − = − = − − 
− = ⇒ = −−   

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

1

x

k k a x

−

( )

( )

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 1 2 2 2 1 2 2

2
2 1 2 2

2

2

1

1 2

sin sin

2 sin sin
2 2

I

xuv vdu x a x dx x a x I x a x I
a x

x xI a a x a x I I a x a x I
a a

x a x xI a x a x I a x C
a a

I I − −

− −

 
= − = − − − − = − − + = − − + 

− 

= − = − − − + ⇒ = + − −

= + − ⇒ = + − +

∫ ∫

 

1 2

2

2

I I

I

I

 
 
 

( )
( )

3 2 1 11 1 1 1 11 3 11 517. 3 3 ln
5 52 5 2 2 2 2 2 2 4 2
2 2

3 2Izraz  smo preuredili
2 5

x dxI dx dx dx x x
x x x

x
x

≡

 
 −

= = + ⋅ = + ⋅ = + − 
−   − −      
−
−

∫

∫ ∫ ∫ ∫

P x
Integral je oblika I dx potencija polinoma brojnika i nazivnika je istog stupnja

Q x

C+

( )3 2 1 3 2 5 11 1: 3 2 3
5 52 5 2 2 2
2 2

x x x x
x x x

− −  = ⋅ ⇒ − ÷ − = + ⋅ −   − − 
 

 

 
 

( )
( )

Metoda se svodi na preuredjenje nazivnika tako, da se prikaze u obliku produkta 
faktora i potom rijesi kao

≡ ∫
P x

Integral je oblika I dx potencija polinoma nazivnika je veca od potencije 
Q x

polinoma brojnika

 suma parcijalnih razlomaka:

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22
18.

2 32 3 2 35 6

x x A B Cdx dx dx
x xx x x xx x

 
= = + + + 

+ ++ + + + + +  
∫ ∫ ∫

D  
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 22

2 2 2 2

1 2
2 2 2 2

2 2

Izraz smo preuredili: 5 6 2 3 2 3

Pisemo: 3 2 3 2 2 3
Za vrijednosti korjena izraza,    2 2 3 3

Za 0 0 3 2 3 2 2 3

0 2 0 3 0 2 0 3

x x x x x x

x A x B x x C x D x x
x A x C

x A x B x x C x D x x

B

+ + ⇒ + + = + +  

≡ + + + + + + + + +

= − ⇒ = − = − ⇒ = −

= ⇒ ≡ + + + + + + + + + =

= − + + + + + ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

3 0 2 0 2 0 3
0 2 9 18 12 12 18 12 30 3 2 5

Za 4

4 2 4 3 4 2 4 3 3 4 2 4 2 4 3

4 2 1 2 1 3 4 4 1 2 4 10 2 4 10
Rijesimo jednadzbe: 3 2 5 3 5 2 5 2 10 5
2 4 10 2

D
B D B D B D

x

B D

B D B D B D
B D D D D

B D B

− + + + +

= − ⋅ + − + ⇒ + = ⇒ + =
= −

− = − − + + − + − + + − − + + − + − +

− = − ⋅ + − + − + − ⇒ − − = ⇒ + = −

+ = ⋅ + = ⇒ = − ⇒ = −

+ = − ⇒ +

=

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2 1

5 2 10 5

2 32 3

2 5 3 5
2 32 3

2 5 3 5
2 32 3

Uvedimo zamjenu za: 2 ; 3 ;
22 5 3 5
1

D B B

A B C DI dx
x xx x

dx
x xx x

dx dx dx dx
x xx x
x u dx du x v dx dv

du dvI u du v dv u
u v

− − −

= − ⇒ = ⇒ = ⇑

 
= + + + = 

+ ++ +  
 − − −

= + + + = 
+ ++ +  

= − + − −
+ ++ +

+ = = + = =
−

= − + − − =
−

∫

∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( ) ( ) ( )

135ln 5ln
1

2 35ln 2 5ln 3
2 3

u v v C

I x x C
x x

−+ − − +
−

= + + + − + +
+ +

∫

 
 
 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

2

2 2

2

5 3 1 5 319.
3 3 13 6 9

1 1Izraz smo preuredili: 3 6 9 2 3 3 1
3 3

1 5 3 1 :
3 3 1 3 3 1

5 3  sredimo
3 1 3 1

5 3 3 1 1 3

3 3

x xI dx dx
x x xx x x

x x x x x x

x A B CI dx dx
x x x x x x

x A B C
x x x x x x

x A x x Bx x Cx x

Ax Ax Ax

− −
= =

− +− −

− − ⇒ − − = − +

 −
= = + + − + − + 

−
⇒ = + +

− + − +

− = − + + + + − =

= + − −

∫ ∫

∫ ∫

2 2 3A Bx Bx Cx Cx+ + + −
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2

2

3
3 2

0 5 3 2 3 3

0 0 1 0
5 5 2 3 2 1 3 5 3 7

3 3 1 1 2

1 1 2
3 3 1 3 3 1

1 3ln ln 3 2ln 1 ln ln
3 1

l

x x x A B C x A B C A

x A B C B C B C
x A B C B C B C

A A B C

A B C dx dx dxI dx
x x x x x x

xI x x x C x C
x

I

⋅ + − = + + + − + − −

= ⇒ + + = ⇒ + + = ⇒ = −
⇒ = − + − ⇒ − ⋅ + − = ⇒ − =

− = − ⇒ = = = −

   
= + + = + −   − + − +   

−
= + − − + + = + +

−

=

∫ ∫ ∫ ∫

( )
( )

( )( ) ( ) ( )

3 2

3
n

1

Koeficijente parcijalnih razlomaka moglo se rijesiti i na drugaciji nacin:
Uvrstimo vrijednosti korjena razlomka 0,  3,  1 u poznati nam izraz:
Za 0 5 0 3 0 3 0 1 0 0 1 0 0 3 3 3

x x
C

x

x x x
x A B C A

−
+

−

= = = −

= ⇒ ⋅ − = − + + ⋅ + + ⋅ − ⇒ − = −

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1

Za 3 5 3 3 3 3 3 1 3 3 1 3 3 3 12 12 1

Za 1 5 1 3 1 3 1 1 1 1 1 1 1 3

A

x A B C B B

x A B C

⇒ =

= ⇒ ⋅ − = − + + ⋅ + + ⋅ − ⇒ = ⇒ =

= − ⇒ ⋅ − − = − − − + + ⋅ − − + + ⋅ − − − ⇒ = −2C
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2

2

2 2 2 2

2 3 3 2 3 2

3 2

20.
1 11

Izrazimo parcijalne razlomke: 1  i dalje, sredimo:
1 1

1 1 1 1 1

1
1
Rijesimo sistem jednadzbi: 

dx dxI
x x xx x

A B C D
x x xx

A x Bx x Cx x Dx x

Ax A Bx Bx Cx Cx Dx Dx
x B C D x A C D x B A

= =
+ −−

≡ + + +
+ −

≡ − + − + − + +

≡ − + − + − + +

≡ + + + − + + − −

∫ ∫

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

0

2 22 2

2

0 1 1
10 0 0 0
2

11 0 1
2

1 10
2 1 2 11 11

1 1 1 1 1ln 1 ln 1
2 1 2 1 2 2

1 1 1ln 1 ln 1 ln
2

B

B A A

B C D C D C D C

A C D C D C D D

dx dx dx dx dxI
x xx x x xx x

dx dxI x dx x x C
x x x

xI x x C
x x

=

−

= = − ⇒ = −

+ + = ⇒ + + = ⇒ + = ⇒ = −

− + ⇒ − − + = ⇒ − + = ⇒ =

 −
= = = + − + 

+ −+ −−   

= − − + = − + + − +
+ −

−
= + − − + + = +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )
3

3 2

1 3ln ln
1 1

1 1ln
1

xC x
x x

xI C
x x

−
+ = + +

+ −

−
= + +

+

C  

 
 

( )

( )

2

2
22

21.
2 3

Izraz u nazivniku ima konjugirano kompleksne korjene i postupak rjesavanja je drugaciji.

Parcijalni razlomak mora imati oblik :

1   i dalje, sredimo:1 2
2 32 3

dxI
x x x

Ax B
x i

A Bx C A x x
x x xx x x

=
+ +

+
+

+
≡ + ≡ +

+ ++ +

∫

( ) ( )

( ) ( )2 2 2

3

1 2 3 2 3
1Rijesimo sistem jednadzbi: 1 3
3

1 1 1 20 0 2 2 0
3 3 3 3

Bx C x

Ax Ax A Bx Cx x A B x A C A

A A

A B B B A C C C

+ + +

≡ + + + + = + + + +

= ⇒ =

+ = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ + = + = ⇒ = −
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( ) ( ) ( )

( )

( )

1

2 2 2

1 12

1 2

1 2
1 1 1 23 3
3 32 3 2 3 2 3

1 2 1 1ln ln   rijesimo sada :
3 3 32 3

2
2 3

I

x
dx xI dx

x xx x x x x x x

dx xI dx x I I x I
x x x

x xI dx
x x x

    − + −      +      = = + = −
  + + + + + +   

 
 + = − =  −  ⇒ =  −     + +
 
  

+
= =

+ +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ( )

1

dx

I

( )

( ) ( )

2 3

3

1 2 32 2

2

2 22

2 2 2 2

2 3

2 2
2 3 2 3

2 22 3 1
22 2

2 32 3 2 2 1
2

1 2 2 1
2 22 3 2 3 2 3

1 1ln
2

I I

I

dxdx I I I
x x x

xx x k
xI dx x dx dk dx

x xx x xx

x dx dk dxI dx C C
kx x x x x x

I k I

+ ⇒ = +
+ + + +

 
+ + + = − 

= ⇒ + = ⇒ 
+ ++ +  + = −

 
−

= − + = − +
+ + + + + +

== − =

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

( ) ( )

2
3

2
1 3 3 3

222 2

3 2
2

1
3 2 2

2 1

ln 2 3
2

1 1 1 1ln ln 2 ln ln 2 3
3 3 3 2

2 3 2 1 1 3 1 2
2 3 1 ; ; 2; 2

1 tan

1 1 1 1ln ln 2 3 tan
3 2 2 2

x x I

I x I x I I x x x I

x x x x xdxI
x x x u dx du a a
du uI

a au a
xI x x x

−

−

+ + −

 =  −  =  − +  = − + + +      
 + + = + + − + = + + = ⇒ = 

+ +  + = = = = 

= =
+

+ 
= − + + +

 

∫

∫

1

2

1 1 1ln tan
3 2 22 3

C

x xI C
x x

−

+

 +
= + + 

+ + 
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

2 2

2222
2

2 2

12 22 2

2

1 22

3 1 3 1
3 122. 11 2;  

3 9 3
2 9 6 6
3 1 1

1

x u x u
xI dx uux x x dx udu

u uI du du I
u u

uI du
u

≡

 − = ⇒ − =
 −

= ⇒ ⇒ ++ = ⇒ = =
 

= = =
+ +

=
+

∫

∫

∫ ∫

P x
Integral je oblika I x, dx kombinacija funkcije polinoma u prvoj potenciji pod 

Q x
korjenom

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

2 2

2 2 2 2 22

2

2

2

2

1 11 1 1 11

1Za 1 1 0 0 4 0 4 1
4

1Za 1 1 4 0 0 0 4 1
4

1 1 1Za 0 0 0
4 4 2

1 9 1Za 2 2 3 9 9 4 3 9 3
4 4 2

Koeficijenti imaju

u u A B C D
u uu u u uu

u A B C D C C

u A B C D A A

u A B C D B D B D

u A B C D B D B D

⇒ = + + +
+ −+ − + −+

= ⇒ = + + + ⇒ = ⇒ =

= − ⇒ − = + + + ⇒ = ⇒ =

= = + + − ⇒ + + − = ⇒ − = −

= = + + + = = + + + ⇒ + =

∫

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2

1 12 2

1

3

1 1 1 1 vrijednosti:             
4 4 4 4

1 1 1 1 1
4 1 11 1

1 6
4 1 11 1

6 1 1 3 3 1 1 3 16 ln 1 ln 1 ln
4 1 1 2 3 1 1

23. 2 2

A B C D

I du
u uu u

du du du duI I I
u uu u

x xI I u u C
u u xx

I x x

= = − = =

 
= − + + 

+ −+ −  
 

= − + + ⇔ = 
+ −+ −  

− − − = = − − + − + − = − + + − − + 

= −

∫

∫ ∫ ∫ ∫

( )

( )

( ) ( )

33
3 2

3 2

3 3 6 3 7 4

7 43 3

2 2 2 2 3
2 3

6 126 2 6 12
7 4

6 2 3 2
7

x u x udx u u u du
x u dx u du

I u u du u du u du u u

I x x C

 − = ⇒ − = ⇒ ⇒ + 
= + ⇒ =  

= + = + = +

= − + − +

∫ ∫

∫ ∫ ∫
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
'

3
2 2 2

2 3

2 31 1 1 124. 2 3 2 3 2 2 3 2 2 3
2 2 2 3 6
x

x
I x dx x dx x dx x

+

≠      

+
= + = + = + = = +

∫

∫ ∫ ∫

n n+1'

Rjesavanje integrala primjenom ' brze formule ' (tocka 8. pravila integriranja)
1f x f x dx = f x + C  za sve racionalne brojeve; n -1

n +1

3

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( )

2 2 33 3 2 3

2 2 3 23 2 3
3 33 3

23

sin ' 3
22 3

2 2

125. 2 2 3 2
3

5 3 1 5 5 126. 5 2 3 2
3 3 3 22 2

5 2
6

sin 127. sin cos  sin cos  sin
3 3

128. 3 1 2  3 1 2 4
4

x

C

I x dx x x dx x C

x xI dx dx x x dx x
x x

I x C

x
I x x dx x x dx C x C

I x x dx x x

− −

−

+

= − = − = − +

= = = − = ⋅ −
−− −

= − − +

= = = + = +

= − = − − −

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1
2 2

3 32 22

1 32 32 3 3 344 4
34

2 12 2
2 22

3 4 1 2
4

3 1 11 2 1 2
34 2
2

1 1 1 429. 3 1 1 1
33 3 91
4

1 1 1 130. 4 3 3
4 4 1 4 33

dx x x dx

I x x C

xI dx x x dx x x C
x

xI dx x x dx x C
xx

−

− −

 = − − − 
 

= − − = − − +

= = + = ⋅ + = + +
+

= = + = ⋅ + = − +
− ++

∫

∫ ∫

∫ ∫
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Mate Vijuga: Rijeseni zadaci iz vise matematike 
 
 
7.3 Neodredjeni integral trigonometrijskih funkcija 
 

Integrali ovog tipa rjesavaju se supstitucijom, uvodjenjem nove promjenjive i to:

∫Integral je oblika  I = sinx,cosx dx

 

2
2 2

2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2

2

1 1

2 tan 2 22sin 2sin cos 2 tan cos sin
2 2 2 2 1 11 tan

2

sin 1 tan
2 2cos cos sin cos cos cos 1 tan

2 2 2 2 2 2cos 1 tan
2 2

1cos
1

tan tan 2 tan
2 2

x
x x x x u ux x

x u u

x x
x x x x x xx

x x

ux
u

x xu u x u d− −

= = = = ⇒ =
+ ++

  −   = − = − ⋅ = − =   
   + 

 
−

=
+

= ⇒ = ⇒ = ⇒ ( )

( ) ( )

( )

'1
2 2

2 2

2 22 2 2

2 2

1
2 2 2

1 1

2 22 tan
1 1

2 2
21 131.

5 3cos 5 5 3 31 5 1 3 15 3
1 1

2
2 1 tan

2 22 8 121 2 2
1 1tan tan 2
2 2

du dux u dx
u u

du
dx u uI d

x u uu u u
u u

u k
du dk kI du dk a au kdu dk duu

I k u

−

−

− −

= = ⇒ =
+ +

+ += = = =
− + − + − + − −

−  +  +
= 

 = = ⇒ ⇒ = 
+ −= ⇒ =−   

= ⇒

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
1 1

u du

1 1

2 2

22 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
1

2 2 2

1 1tan 2 tan tan 2 tan
2 2 2 2

1 1
cos 2 2 1 21 132.

1 cos 21 1 1 1 1 11
1 1

1 1 11 2 tan
1 1 1

Izraz po

x xC C

u u
x du du u duu uI dx du
x u u u u u u

u u
u uI du du du u u C
u u u

− −

−

   = + = +   
   

− −
−+ += = = =

+ − + + + − + +
+

+ +
− −  = = − = − − = − + + + + + 

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( ) ( )2 2
2

1 1

2d znakom integrala smo podijelili: 1 1 1
1

tan 2 tan tan tan 2 tan tan
2 2 2 2

u u
u

x x x xI C C− −

− ÷ + = −
+

   = − + + = − + +   
   
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2
2 2

2

2

Integrali ovog tipa rjesavaju se supstitucijom uvodjenjem nove promjenjive:   

2 tan 2 22sinh 2sinh cosh 2 tanh cosh sinh
2 2 2 2 1 11 tanh

2

cosh cosh s
2

x
x x x x u ux x

x u u

xx

= = = = ⇒ =
− −−

= +

∫Integral je oblika  I = sinhx,coshx dx

( )

2

2 2 2 2 2

2

2
2

2
2

'1 1 1
2 2

2

2

sinh
2inh cosh cosh cos 1 tan

2 2 2 2 2cosh
2

1 tanh 12cosh cosh
11 tanh

2
2 2tanh tanh 2 tanh 2 tanh

2 2 1 1

2
133.

cosh 1
1

x
x x x x x

x

x
ux x

x u

x x du duu u x u dx u dx
u u

du
dx uI
x u

u

− − −

 
   = + ⋅ = + =   

   
 

+ +
= ⇒ =

−−

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = = ⇒ =
− −

−= =
+
−

∫
( )

( )( ) ( )
2

1
2 2 2

2

1

2 1 12 2 tan
1 1 1

2 tan tanh
2

Zadaci se mogu rijesiti supstitucijom koristenjem definicije hiperbolne funkcije:

1sinh ;
234.

sinh

x x
x x

x
x

u
du du u

u u u

xI C

e e e u edx uI
x due dx du dx d

e

−

−

−
−

−
= = =

  − + +
 
 

 = + 
 

−
= ⇒ = =

= ⇒
= ⇒ = ⇒

∫ ∫ ∫

22

2 2
1

1 1 12 2 2 ln ln
2 11 11

x x

x

x

du
duu

e edu u ux
uu

du du u eI C C
uu euu

u

−

 
  ⇒ = 

−    −=      

− −
= = = + = +

+− + −
 
 

∫ ∫

∫ ∫

∫
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

Iz poznatih odnosa trigonometrijskih funkcija imamo:
35. sin 5 cos9 1sin cos sin sin

2
1 1sin 5 9 sin 5 9 sin14 sin 4
2 2

I x xdx

I x x x x dx x x dx

I

α β α β α β

 
 = ⇒  

⋅ = + + −    

= + + − = + − =      

=

∫

∫

∫ ∫

Integral je oblika I = sinmx ×cosnx dx

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 1sin14 sin 4 Supstitucija: 14 ;4 ;cos cos
2 2
1 1 1 1 1 1cos cos cos14 cos 4
2 14 2 4 28 8

1 1cos14 cos 4
28 8

136. sin 5 1 sin 3 sin sin cos cos
2

1 cos 5 1 3 cos 5 1
2

xdx x dx x u x v x x

I u v x x

I x x

I x xdx

I x x x

α β α β α β

+ − = = − =

= ⋅ − + ⋅ = − +

= − +

 = − ⋅ ⇒ ⋅ = − − + ⇒    

= − − − −

∫ ∫

∫

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 13 cos 2 1 cos 8 1
2 2

Rijesimo supstitucijom: 2 1 ; 8 1
2 8

1 1 1 1 1 1 1 1cos cos sin sin sin 2 1 sin 8 1
2 2 2 2 2 8 4 16
1 1sin 2 1 sin 8 1
4 16

x x dx x dx

du dux u dx x v dx

I u dx v dx u v x x

I x x C

+ = − − −  

− = → = − = → =

= − = ⋅ − = − − −

= − − − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ C+

 

 
 
 
 

( )

2
* 2

*

Rijesimo metodom parcijalne integracije 
37. sin

sin sin sin cos sin cos

sin cos cos cos

u dv

udv uv vdu
I xdx

x x xdx du xdx v xdx x

I x x x xdx

 = −
 = ⇒  = ⋅ ⇒ = ⇔ = = − 
 

= − − − = −

∫

∫ ∫
∫ ∫

∫

n n n nIntegral je oblika I = sin x;cos x;tan x;cot x dx

( )
*

2

2 2
*

sin cos cos

sin cos 1 sin sin cos 1 sin
I

x x xdx

I x x x dx x x dx xd x

+

= − + − = − + −

∫
∫ ∫ ∫

 

( )* * * *
1sin cos 2 sin cos sin cos
2

I x x x I I x x x I x x= − + − ⇒ = − + ⇒ = − + x  
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*

1 2

1 2

1

3

1 sin cos Mozemo pisati slijedecu formulu za rjesenje za bilo koji :
2 2

1 1sin sin cos sin

1 1cos cos sin cos

Supstitucija: tan tan
38. tan

n n n

n n n

xI x x C

nI xdx x x xdx
n n

nI xdx x x xdx
n n

x u x u
I xdx

d

− −

− −

−

= − +

−
= = − +

−
= = +

= → =
= ⇒

∫ ∫

∫ ∫

∫

n

( ) ( )

( )

2

3
2

2

2 2

2 2 2

1
2 2 2

2 2

2 2

1
1 1

1
1

2 2 21 1 1

1 1 tan 1ln ln 1 ln tan 1
2 2 2 2 2 2
1 1tan ln tan 1
2 2

u k

u du
ux du

u
u u u u u dkI u du udu du du

ku u u

u u xI k u x C

I x x C

+ =

 
 ⇒ = 

+= + 

 = − = − = − = − + + + 

= − = − + = − + +

= − + +

∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

 
 
 
7.4 Razni zadaci 
 

( )

2

2

2

2 2 2 2 2 2

2

3 2

3 2 2 2

39. 1 1 12
2 2 22

1 1 1 1 1
2 2 2 2

x

x
x k

x x x x x x

u x dv xe dx
I x e dx k x

du x v xe dx ke dk e e
dk xdx

I x e dx x e xe dx x e e e x C

 = =
 

= =   =
= = = = = =  =  

= = − = − = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫

k x

 

 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1
2 2 2 2440.

4 1 2 2

12 1 2 2 2 2
4

12 1 2 2 2 2
4

A B
dx x x x xxI
x A x B x

x A B B
I

x A B A

 = = + − + − +−= =  
−  = + + − 

 = − → = − + + − − → = −  = = 
 = → = + + − → =
  

∫ =

 

( ) ( ) ( )2

1 1
1 14 4 ln 2 ln 2

2 2 4 2 2 44
dx dx dxI dx

x x x xx

 −   = = + = − = − − +   − + − +−    
 

∫ ∫ ∫ ∫ x x  
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21 ln
4 2

x
I C

x
−

= +
+

 

 

( )

( )( )

2 2

22

2

1 1 241. 2
12 11

1
2 2 ln Uvrstimo u osnovni integral:

1 1 11

1 1 1 1
ln ln

1 1 1 1 1

x u x udx udu duI
udx udu u ux x

udu duI C
u u uu

x xdxI C
x x x x

 − = → = − −
= ⇒ ⇒ = − 

−= − −−  

+
= − = − = − + ⇔

− + −−

+ − − −
= = − = +

− − − + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

 

 
( )

( ) ( ) ( )

3 2 2 2 2 2

2 2 2 4 4 2

5 3 5 3

42. sin cos sin cos sin 1 cos cos sin

cos
1

sin

cos cos
5 3 5 3

I x xdx x x xdx x x xdx

u x
I u u du u u du u du u du

du xdx

u u x xI C

= = = −

= 
⇒ = − − = − − = = − 

= − = − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

⇒

− ∫  

 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

3 2 2
3 2

1 1
1 2 36 643.

6
1 2 3 3 2

1za 0 :  0 1 2 3 0 3 0 2 6
6

3za 2 :  2 1 0 5 2 5 2 0 10  
10

2za 3 :  3 1 5 0 3 0 3 5 15  
15

x x A B C
x x x xx x x x x xI dx

x x x
x A x x Bx x Cx x

x A B C A A

x A B C B B

x A B C C C

+ + = = ++  − ++ − + −= ⇒ = 
+ −  + = − + + + + − 

 = + = − + + − = − → = −

= = + = + + = → =

= − − + = − + − + − − = → = −

∫

( ) ( ) ( ) ( )3 2

1 1 1 3
2 3 6 10 2 15 36

1 3 2ln ln 2 ln 3
6 10 15

x A B CI dx dx
x x x x x xx x x

I x x x C


 
 
 ⇒ 
 
 
  

  +
= = + = − + −    − + − ++ −   

= − + − − + +

∫ ∫ ∫
1 2 1 dx





 

 
 
 

( )
( )

( )

2

2

2

ln 2
44. ln 2 2

2

u x dv dx
I x dx xdu dx v x

x

 = + =
 

= + ⇒  = = + 

∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

2 2
2

2
2 2 2

2 2

2: 2 1
2

2 2
2 2

1 1
2 2 22

2ln 2 ln 2 ln 2 2
2 2

2ln 2 2 1 ln 2 2 4 ln 2 2
2 2

1 14 tan tan
2 2 22

x x
x

x xx dx x x x dx x x dx
x x

dxI x x dx x x dx x x x
x x

dx dx du u x
a ax u ax

I

+ = −
+

− −

+ = + − = + − =
+ +

 = + − − = + − + + − + + 
 

   + = ⇒ = ⇒    + +     + 

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

( )

2 +

2 14ln 2 2 tan
2 2

xx x x C−  
+ − + + 

 

 

 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2 245.
22 2 2 2 2 2

1 1 2 22 2 ln 2 ln
2 44 2 2

1 2 2ln
2 2 2

x u x udx uduI
dx udux x u u

du du u a xI
a u au u a x

xI C
x

 + = = −
= ⇒ ⇒ 

=− + − − − + 

 − + − = = = = +− − + +  

+ −
= +

+ +

∫ ∫

∫ ∫  

 

( )

( ) ( ) ( )

34 7 4 6 2 4

32 4 4 2 4 6 5 6 8 10

6 7 9 11 6 7 9 11

sin
46. sin cos sin cos cos 1 sin sin cos

cos

1 1 3 3 3 3

1 3 3 1 1 3 1 1sin sin sin sin
6 7 9 11 6 7 3 11

u x
I x xdx x x xdx x x xdx

du x

I u u du u u u u du u u u u du

I u u u u x x x x C

= 
= = = − ⇒  = 

= − = − + − = − + −

= − + − = − + − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

 
 

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

3 2 2 2

3 2
2

2

3 5 3 5
3 5 1 11 1 1 147.

1
3 5 1 1 1 1

za 1:  3 5 0 2 0 2 2 4
1za 1:  3 5 4 0 2 0 4  
2

usporedimo koef. uz  na obje strane: 0

x x A B C
x x xx x x x x xI dx

x x x
x A x B x x C x

x A B C C C

x A B C A A

x

+ + = = + + + + −− − + + − −= ⇒  
− − +  + = − + + − + + 

= + = + + = → =

= = − − + = + − + = → =

=

∫ =

1  
2

A B B A

 
 
 
 ⇒ 
 
 + → = − = −  
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( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

3 2 2

2 1
2

3 5 1 1 4
2 1 2 11 1

1 1 1ln 1 ln 1 4 4 1 4 1
2 2 11

1 1 4ln 1 ln 1
2 2 1

xI dx dx
x xx x x x

dxI x x x dx x
x

I x x C
x

− −

 +  = = − + =
 + −− − + − 
  = + − − + = − = − −−  

= + − − − +
−

∫ ∫

∫ ∫  

 
 

2

2 3
2

3 3 3 3 3
2 2

3 3

ln .
48. ln 1

3
1 1ln ln ln ln

3 3 3 3 3 3 3

ln
3 9

u
v v du

u x dv x dx
I x xdx xdu dx v x dx

x
x x x x xI x xdx x dx x x dx x

x

x xI x C

 = =
 = ⇒  

= = =  

= = − = − = −

= − +

∫
∫

∫ ∫ ∫
1

=  

 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 25 2 2

22 2 4 3 5

3 5

cos
49. sin sin sin 1 cos sin

sin

2 11 1 2
3 5

2 1cos cos cos
3 5

u x
I xdx x xdx x xdx

du xdx

I u du u u du u u u

I x x x C

= 
= = = − ⇒  = − 

 = − − = − − + = − − + 
 

= − − +

∫ ∫ ∫

∫ ∫  

 
 

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

2

2
22 2 2 2

2 2

2 2

2 2
2

50.
2

22 2
1 2

1 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2

2 22
1 2 1 2

dxI
x x x

ux x u x u ux x x u x x x
u

u u u u u
dx du du

u u

u u ux x u x u
u u

= ⇒
+ +

 −
+ + = − = − − ⇒ = ⇒ = + + + + 

 + − − + + = = 
+ + 

 − + + + + = − = − =
 + + 

∫

2
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( )2

2

2 2

2

u u

dxI
x x x

+ +

= =
+ +

( )21 2u+
2 2

1 2

du

u
u

−
+

2 2u u+ +
⋅

1 2u+

2
2 2

2

2

Tipski integral:
2 1 ln2

2

1 2 1 2 1 2 22 ln ln ln
2 2 2 2 2 2 2 2

du
dk k a

u
a k ak a

u u x x xI
u u x x x

 
 = ⇒ − =−  +− 

− − + + + −
= = =

+ + + + + +

∫ ∫ ∫ ∫  

 

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2
2

3 2

3 2 3 2 3 2 2 2
2 2 2

3 2

3 2

2

1 151. 31 2 23 ;
2

1
2

1 3
2 2

3
2

3 212 2 ;
2

x

x x x x
x x

x

x

x x x x
x x

x

x

x e dx

u x dv e
x e dx x e dx x e e xdx

du xdx v e dx

u x dv e
I x e dx x e dx x e e x d

du x dx v e dx e

I x e

I x

e

e x

 = =
 

 = =
 = ⇒ ⇒ = − 

= = =  

= −

=

⇒ ⇒ =

−

 
= = =  

∫

∫

∫∫

∫ ∫∫

∫

1 1
2 2

x

− ∫

2 2 2 3 2 22 2

3 2 2 2

1 2
2

1 1 1 3 32
2 2 2 4 2

1 3 3
2 4 2

rstimo

x x xx x

x x

e xdxe e xdx x e x e

I x e x e

  − = − +  
  

= − +

∫

3 2 2 2 3 2 2 2

3 2 2

2

2

2

2 2

 u trazeni integral:

1 3 3 1 3 3
2 4 2 2 4 2

1 3 3 3
2 4 4

1 1
4

8

2
x x x x

x x x x

xI I x e x e x e x e

I x e

x e e

x e xe e C

 = = − + − +  


−



= − + +

 

2

2

2

2 2 2 2 2
2 2

2 2

  1 1 1 1
1 2 2 2 2  
2

1 1
2 4

Uv

x

x

x

x x x x x
x x

x x

xe dx

I xe dx

u x dv e
xe dx x e e dx x e e dx

du dx v e dx e

I x e e

= ⇒

 
  = − 
  

= −

∫

∫

∫

∫ ∫ ∫∫

2x xxe dx = −∫





= =
⇒ ⇒ = −

= = =

 
23 2

2

3 3

52. cos 1 sin cos cos sin cos
3 3 3 3 3

3sin sin cos Koristimo steceno znanje:
3 3 3

1 3sin 3 sin 3sin sin
3 3 3 3

13
3

3

x x x x xI dx dx dx

x x xI dx

x x x xI C

        = = − = −                
 = −  
 

= − = − +

∫ ∫ ∫ ∫

∫

3
x dx
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