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» Skupovi «

Definicija: Unija skupova A i B je skup: AUB = { x:x € Ailixe B J.

Definicija: Presjek skupova A i B je skup: ANB={ x: x € Aixe B }.

Definicija: Razlika skupa A i skupa B ( A\B ) skup je koji se sastoji od onih elemenata skupa A
koji nisu u skupuB - A\B={x: x € Aix¢ B }.

Vazno: A\B # B\A

Definicija: Skup A je podskup skupa B (ACB ) ako je svaki element skupa A ujedno i element
skupa B.

Intervali

Zatvoreni interval: [a, b] = {xe€ R:a<x < b}

Otvoreni interval: (a, b) = {x € R:a < x < b}

Poluotvoreni ili poluzatvoreni interval:
[a,b)={xe Ria<x< b}
@ bl={xe Ria<x<b}

Neki posebni intervali:
[a, +0) ={x € R: x> a}
@, +)={xe R: x> a}
(=oo,b] ={x€ R:x< b}
(—oo,b)={x€ R: x< b}

Skupovi brojeva Q

Skup prirodnih brojeva: N = {1, 2, Byt
Skup cijelih brojeva: Z = {..., -3, 2, -1, 0,1:2, 3,.}

Skup racionalnih brojeva: Q = {2 raeZ,beN }
b 2

Skup iracionalnih brojeva I primjer iracionalnih brojeva: V2,3 1

Skup realnih brojeva R unija je skupa racionalnih by

ojeva Q i skupa iracionalnih broieva L.
R=QuUIuz QNI =g, gdje je & prazan skup. J



Skup kompleksnih brojeva

» C={z:z2=a+bitae R, be R,ilz_l}
Vrijedi NCcZcQcRcC.

Akojez=ai+b tadaje Z=a-bi.zizsu konjugirano kompleksni brojevi.
a) Operacije s kompleksnim brojevima u algebarskom zapisu
z,=a+bi A I | |
z,=c+di ; | | ba B
z+z,=@+o+(b+d)i ] : }
zl—zzz(a—c)+(b—d)i p [ |
zl-z::(a+bi)-(c+di)uzi3=_1 : |z|=\lla71'32'
i:a+bi_<‘—a’i:(a+bi)(c+di) 2| 1 l b=4
2, Cct+di c=4i c+d? 1
Apsolutna vrijednost kompleksnog broja: gl Jl
lz| = Va’ +b% a,b €R :

! ——»

Prikaz kompleksnog broja u

Gaussovoj ravnini
b) Trigonometrijski zapis kompleksnog broja

» z=r(cosg + ising), %y F rlrz(cos(gol i ¢2) i Sin((Pl % (P:’-))

> Lo :“1( cos(¢, = @,) +isin(p, —¢,)), 2" = r"[cos(ng) + i sin(ng)]

2
pA

- Q/;={/;(cos((p+2kﬂ J+isin[¢+2k7r J} =]l

B

n n

e,

“Potencije i korijeni

Potencije
a’=g-a-q-....-a a - baza
n faktora n - eksponent

Pravila za ra¢unanje s potencijama:

a) ratunanje s potencijama istih baza
> a"-a"=qgm*", zasvakia>0izasvem,ne R
> a":a"=qg" " zasvakia>0izasvem,n€ R,

b) racunanje s potencijama istih eksponenata
> a”"-b"=(a-b)" zasvakia, b>0izasvakime R
> a”:b"=(a: b)", zasvakia, b>0izasvakime R,
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¢) op¢enita pravila

» a’=1,zasvakia>0
» a"= —,zasvakia>0izasvem,ne R
a

» (am™)"=am™"  zasvakia>0izasvem,ne R.

Korijeni

Napomena: ra¢unanje s korijenima moze se svesti na racunanje s potencijama

» %a" =am,zasvakia > 0izasvakine€ R, me (0,+00)

\/ a\/—
» Racionalizacija nazivnika: - o =4a

a Jaz+b a-(&ixfg)
e, R W e

Kvadrat binoma, Kub binoma,

razlika kvadrata zbroj i razlika kubova

» (@t b)y’=a’+2ab+b? » (axbl=a*+3a’b+3ab?t b’
» @-b*=(a-b)a+b) > @dtbP=@zb)(a T ab+b?)

Binomni poucak

Faktorijel: n!=n-(n-1)!'=1-2-3....-n,zasvakine N

!
Binomni koeficijenti: Pl zasvakin ke N,ik<n
k| kWn—k)!

Osnovna svojstava binomnih koeficijenata

G [

Pascalov trokut

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4

Binomni poucak

(a+b)"=d" +(n)a""b+...+[n )a”"‘bk +...+[n )ab"'l +b"
1 k n-1




= Postotci @

p-0=100"i i — postotni iznos,

»Funkcije ®

f:D>K  D-domena ili podrucje
definicije funkcije
K - kodomena ili podru¢je
funkcijskih vrijednosti

Nultocke funkcije su sva rjeSenja jednadzbe

f (x) = 0 koja pripadaju skupu D.

» Sjecista su grafa funkcije s koordinatnim
osima tocke: (x,0), (0, f(0)), gdje je x
nulto¢ka funkcije f (x).

» Kompozicija funkcija fi g jest
(fog)(x) = f (g (x)).

» Za funkciju f definira se inverzna funkcija
frkao (fof)x) =xi(fof™)x) =x.

» Za parnu funkciju vrijedi: f (—x) = f (x),
zasvakix e D.

p - postotak, o - osnovica

» Za neparnu funkciju vrijedi: f (—x) = —f (x), za svakix € D.

Linearna funkcija

f:R3R  flai=ax4b
a - koeficijent smjera (nagib pravca)
b - odsjecak na osi y

Graf linearne funkcije je pravac.

Linearna jednadzba

ax+b=0
ax=-b
b

X=- —
a
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Linearna nejednadzba

» Prikazi rjeSenja nejednadZbi uz pomo¢ intervala, nejednakosti i graficki (a, be R):

a [a, b], asxsb: b o & <a, +=>, x>a:

N ¥ - —
a <a, b>, a<x<b: b a [a, +=>, xza:

— P { »
a <a, b], a<xsb: b <-w, @8>, X<a: 2

— - >

a [a, b>, asx<b: b <-w, a], xsa: a
L >
. o

Sustavi linearnih jednadzbi

ax+b=y

cx+d=y

Rjesenje sustava su koordinate
sjecista pripadnih pravaca.

Apsolutna vrijednost

II £ x>0
=
-x, x<0

Funkcija apsolutne vrijednosti

f:R>R5 f(x)=|x]|, pri ¢emu je R* = [0, +oo)

Jednadzba i nejednadzba s apsolutnim vrijednostima

X 20
I = , |¥|=20 zasvakixe R
-x, x<0

» nejednadzba |x| < a ima rjesenje:
—as<x<azaa>0
x=0zaa=0

nema rjeSenja za a <0

e . G G R

x=02zaa=0

svaki realan broj za a<0 . .. )

» nejednadzba |x| > a ima rjesenje:
x<-ailix2azaa>0

r/



Kvadratna funkcija

f:R>R f(x)=ax*+bx+c, a,bceR az0

Parabola je graficki prikaz polinoma drugog stupnja.
Za a > 0 pripadna parabola je otvorom okrenuta prema gore
Za a < 0 pripadna parabola je otvorom okrenuta prema dolje

dac<B
Tjeme parabole: T(_i’ ac—b ]

2a 4a

Polozaj parabole ovisi o parametrima a i D.

» Ako je broj D = b’ — 4ac = 0, parabola dira os apscisa.

» Ako jebroj D =b’—4ac<0ia> 0, parabola je iznad osi apscisa.

» Ako jebroj D =b’—4ac<0ia <0, parabola je ispod osi apscisa.

dac-b’
4a

Funkcija f (x) =ax* + bx + czax, = —Zi poprima ekstremnu vrijednost y, =
a

Zaa >0 y globalni je minimum, za a < 0 y, globalni je maksimum.

Kvadratna jednadzba

» Nepotpune kvadratne jednadzbe:

b=0,a#0 c=0;a#0
ax’+c=0 ax’ +bx=0
C x1=0
X, = [——
d
X2=__

» Opca kvadratna jednadzba: ax* + bx + c=0,a# 0

- ~-b+~\b* —4ac
g 2a
» Diskriminanta kvadratne jednadzbe: D = b’ — 4ac
* D> 0jednadzba ima dva razlicita realna rjesenja
* D=0 jednadzba ima dvostruko realno rjesenje
* D <0 jednadzba nema realnih rjeSenja, rjeSenja su konjugirano kompleksni brojevi x, =X,

» Vieteove formule za rjeSavanje kvadratne jednadzbe ax’ + bx + c=0,a # 0:
- S
x,+x2——z, XX ==
> Faktorizacija kvadratnog trinoma ax* + bx + c:
ax*+bx+c=a(x-x ) x-x,),
gdje sux i x, rjeSenja kvadratne jednadZbe ax’ + bx+c=0

> Normirana kvadratna jednadzba kojoj su rjesenja x, i x, glasi:
(x—xl N x-x,)=0.

Osnovni pojmovij, pravila | farmule
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Kvadratna nejednadzba

I > RjeSenja kvadratnih nejednadzbi: ax’ + bx+c<0,ax’ + bx+¢>0,ax’ + bx + ¢ < 0,
ax’ + bx + ¢ > 0 mogu se odrediti sa skice pripadne parabole. visa razina (4)

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

PfR>R f(x)=logx a>0,a#1
’ RSk  f(H=a" a>0,a=l

log,b =x=b"%,zab>0,b#1

10 f

log,(xy) = log,x +log,y,za b, x,y>0,b# 1
log, % =logx—log,y,zab,x,y>0,b#1

log,x = ylog,x,b>0,b#1ix,y>0
log, x -8! -6
log, a

log, x=

Eksponencijalna i logaritamska
jednadzba

b'=a < x=loga,zab>0,b=1iy>0. J
fx)=aigx)=b.Akojef(x) =gx)ia=b slijedi da je x = y. vida vazina (A)

Trigonometrijske funkcije

> Pretvorba stupnjeva u radijane o°=-2— 7 rad. Npr. 90° = — .z = rad,

180° 1B0% i )
d i 7 rad
» Pretvorba radijana u stupnjeve ¢ rad = 1ac 180°, Npr. a =—rad= 4 __.180°=45°
7 rad 4 r rad

» Definicije funkcija :
sinus i kosinus
FR>[-LY]  f@®) =sint
f:R>[-L1] f(O=cost

Y




AR Ll Se g R et

tangens 1 A /P=(1,tgt)
. 7[ - . >
f ;R\{Ew\rr.l‘ EZI —->R
f)=1gt iy
tgt

kotangens
f:R\{kn:ke Z} >R
f()=ctgt

i
s
/J
N

» Kosinus je parna funkcija cos(—t) = cos t, Vt € R

» Sinus, tangens i kotangens neparne su funkcije sin(—t) = —sint, Vt € R;
tg(—t) =—tgt, Vte R\ {%+k7r ke Z};
ctg(—t) = —ctgt, Vte R\ {kn: ke Z}.

» Trigonometrijske su funkcije periodi¢ne (k € Z):
sin(t+k-2n)=sint, cos(t+k-2m) =cost,
tg(t+km)=tgt, ctg(t+kn) =ctgt
Dakle, funkcije sin i cos imaju temeljni period 27, a tg i ctg temeljni period 7.

cos(m+t)=—cost
sin(m+t)=-sint

Ve .
COS[E-FI): —=sin/

> Formule redukcije cos (1 —t) =—cos t
sin(m—t)=sint

n ;

cos| ——1 |=sint
2

%

sin| ——1 |=cos/
7

sin x
cosx
> sin(x+y)=sinxcos y+sin ycosx, €os(x* y)=CosxcosyFsinxsiny,

N
Sll‘l(-2—+t)= cost

3 |
2 A 2 &
> sin“x+cos’x=1, tgx= : ctgx=;g—x, sin2x =2sinxcosx, cos2x =cos>x—sin? x

tg(xty)=_BXEBY
IFtgx-tgy

™ i 2t st B e R
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24

¥, +y . x-y
; 3 . X+ X . -
» sinx+siny=2sin Y cos 2y, sin x —sin y = 2¢0s 5 Sml >

" . X+y . X—=Y
E X -
> COSX+00Sy=2c0s 2 cos 2, cosX—coSy=—2sin M

1
» sinxsiny= %[cos(x— y)—cos(x+y)], cosxcosy= E[COS(x —y)+cos(x+y)],

: o

sSInxcosy = 5[sm(x+ y)—cos(x— )]
sin”—-l— sin—=—, sin—=-——

> oy - b 2

71'\/5 ﬂ\/g
¢

2 3

Graf funkcije sinus f (x) = Asin(wx + @)

amplituda A, period 7' = —25 , fazni pomak ¢

f(x) = sinx

Nizovi

» Aritmetickiniz: a, =g, +(n-1)-d,
n
Sn = '5 (al iz Cl”)

n-1
)

» Geometrijskiniz: a, =a, -¢

Sn = al q _1
g-1
» Geometrijski red: §=-2_ lg| <1
q =1 visa razina (A)

Derivacija funkcije

» Derivacija umnoska: (f-g)=f"g+f- g’

Derivacija kvocijenta: [1] e

v

g g’

» Derivacija kompozicije: (fo)(x) =f"(gx) - g’ (%)

» Tangenta na graf funkcije fu to¢ki EASTR
y=-1=f"(x) (x-x)

» Derivacije:

=0 ()'=n.x"! (sinx)’=cosx  (cosx)'=-sinx  (tgx) =

cos’x

visa razina (A)




« Planimetrija

» Oznake:
= A, B, Cvrhovi trokuta » P povriina geometrijskog lika
A, B, C, D vrhovi ¢etverokuta » d dijagonala kvadrata i pravokutnika
» a, b c stranice * ¢ f dijagonale paralelograma
= o, By kutovi * R r, polumjer trokutu opisane kruznice
» O opseg geometrijskog lika = p,r,  polumjer trokutu upisane kruZnice.
Trokut
Trokut
by ) 1 ; ; .
PzaTh:%:%; P=§absmy =%bcsma =%acsm[3; P=j—l;:;P=P'S
P= \/s(s—a)(s—b)(s—c) ; S= a+§+c

» Zbroj kutova u trokutu: a +  + y = 180°

» Sukladnost i sli¢nost trokuta
KaZemo da su trokuti sukladni ako imaju sukladne odgovarajuce kutove i stranice:
AABC~AABTC.
* KaZzemo da su trokuti sli¢ni ako imaju sukladne odgovarajuce kutove i proporcionalne
(razmjerne) odgovarajuce stranice: AABC~AA" B’ C.
= Koeficijent sli¢nosti k :
a & c', 2’=k; Esz.
B A o

Pravokutni trokut

L3 a-{-ﬁ:goo’ ‘y=90° B
» ¢’ =a’+ b’ (Pitagorin poucak) B
» pab_ov
2 .2
» O=a+b+c a ¢
> Ral v
2
R = ab
a+b+c b g

v \/;- , a=.4/pc, b= \/E Euklidov poucak
» Jednakostrani¢ni trokut

2
v=aﬁ; Py ﬁ;R=—aJ§; P=£="£;O=3"
2 4 3 ..

— Osnovni pojmovi, pravila i formule
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Trigonometrija pravokutnoga trokuta

¥ : nasuprotna kateta

~ » sinus kuta = , A

: hipotenuza

] , rilezeca kateta

~ » kosinus kuta = P _ 1

1 hipotenuza

E nasuprotna kateta

. » tangens kuta =———— ;
prilezeca kateta

X a
SiInNa = —
C
b
osal = —
C
t a
a=—
g =7

Trigonometrija raznostranicnoga trokuta

. : a b c
» Poucak o sinusima: —— = — =——=2R
sina sinf8 siny
» Poucak o kosinusima:
b ” 5 b2 + C2 - az
a‘'=b"+c" -2bccosa cosq =——>——
2bc
2 p: 2
2 @ +c -0
b*=a’+c* -2accosf cosf=——
g 2ac
a*+b* -c
¢* =a’ +b* -2abcosy cosy =———
g 2ab

Cetverokut

» Paralelogram:
P=a-v; P=absina;

1 :
P=—2—efsmq); O=2a+Db)

» Romb:

P = a*sina ; P=%ef; O=4a
» Trapez:

P=a+c~v; O=a+b+c+d

Krug i kruznica

Pravilni mnogokuti

360°
n

» Sredis$nji kut: a =

(n—2)-180°

» Unutarnji kut: 180°—a =
n

» Broj dijagonala: it

» Zbroj unutarnjih kutova: 180° (1 - 2)

» Opseg krugaikruznice 0 = 2rm; povriina kruga P =r’n

2
rurxao

00

v

Povrsina kruznog isjecka: I =

(a-kut izrazen u stupnjevima)

» Duljina kruznog luka: / = g—ooi (a-kut izrazen u stupnjevima)

> Talesov poucak: Obodni kut nad promjerom kruznice je pravi.
» Poucak o obodnome (f) i sredisnjem kutu (a): a = 2p

| 2 | SR RS



_«Stereometrijae

Oznake:
» O oplosje » o, opsegbaze
» V  volumen (obujam) » P povrsina plasta
» B  povriina baze > s izvodnica sto$ca
» D  prostorna dijagonala » r  polumjer baze valjka i stoSca
» h  visina geometrijskoga tijela » R polumjer opisane kugle.

Prizma

V=B-h, O=2B+P=2B+o,-h

» Kocka: V=a’, 0=6a, D=a\3

» Kvadar: V=a-b-c, 0O=2(ab+bc+ac), D=m

Piramida

B-h

V=— O=B+P

’

» Valjak: V=rnh, O=2rn(r+h)

2
» Stozac: V= r;rh, O:rn'(r.'.s)’ s=«/r2+h2

Kugla

¢Analiticka geometrija ¢

Koordinatni sustav u ravnini

Vektori
» Koordinatni prikaz vektora: » Udaljenost tocaka T,(x,, y)), T,(x,, ,):
AB=(xy=x,)i+(vs =) d(T,T) = (5 =x)* + (2 = %)’
» Skalarni umnozak vektora: » Koordinate polovista P(x, y, )duZine T
ab=a, b +a, b, xp=x';x2, p=-y'—;—yz-
> Duljina vektora: |d|=/a; + a, » Povrsina trokuta AA B C,
ab A(x,, ), B(x,, ), Clxy y):

» Kut medu vektorima: cosa = m X
P=‘2‘|x|(yz =)+ 50— ) +x -yz)l

~ n
visa razina (A

—_——

g 3 e

—————— Osnovni pojmovi, pravila i formule -
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Jednadzba pravca

» Eksplicitni oblik jednadzbe pravca: y = kx + I; k = tga, a kut nagiba pravca prema x-osi;

[ - odsjecak pravca na osi ordinata
» Jednadzba pravca zadanoga tockom T( x,, y, ) i koeficijentom smjera k: y - y, = k(x - x, )
y I3 (

» JednadZzba pravca zadanoga dvjema tockama A(x,y, )i B(x,,y,): y—y = x-1x)

» Segmentni oblik jednadzbe pravca: — Y 4 Y1, gdje suminodsjecci na osi x i y redom
m N

» Uvjet usporednosti pravaca: p, || p, <> k, = k,, gdje su k k, koeficjenti smjera
» Uvjet okomitosti pravaca: p, L p, <> k - k, = -1, gdje su k k, koeficjenti smjera
k, — k,

1+ kk, |
|Ax, + By, + C|
» Udaljenost tocke T(x,, y,) od pravca p..Ax + By + C=0: d(T, p) = o

€ [0,m), k, -k, #1

» Kut izmedu dva pravca: 1ga =

Krivulje drugoga reda

Kruznica Elipsa
» Jednadzba kruznice polumjera r » a - duljina velike poluosi
sa sredistemu S (p, q ): » e - linearni ekscentricitet, e =va’ —b’
(X=p R+ (y=q)l=r » F (e 0) - Zarista
» Jednadzba tangente na kruznicu u » Jednadzba elipse: v
njezinoj tocki T (x,, y, ) ; B2 %2+ g %2 =g, _}_)7 s
(x, -px-p)+(,-9dy-q =r b
» Uvjet da pravac p... y = kx + I bude » Jednadzba tangente na elipsu u
tangenta kruZnice: 2
todki T(x, =]
s ) (e njezinoj tocki (xlyl) e
» Uvjet da pravac p...y = kx +1
visa razina (A) bude tangenta elipse: @ k* + b* = I
Hiperbola Parabola
» a - duljina velike poluosi » Jednadzba parabole s tjemenom u
» b - duljina male poluosi ishodistu: y* = 2px
» - linearni ekscentricitet, e =/a® + b* : »
. Flz(ie, 0) - ZariSta > Zariste F(E’O]
; b
> asimptofe: y = . oy » Direktrisa (ravnalica): x =—-2
e o 2
» Jednadzba hiper b°1€'2 : » Jednadzba tangente na parabolu u
b’ x2-a??=a’b? —Z—Z—Z =1 njezinoj tocki T ( x,, y, ):
a ~
» JednadZzba tangente na hiperbolu u SR RLF k)
g » Uvjet da pravac p... y =kx +1
njezinoj tocki T (x,, y, ): =~ Y bude tangenta parabole: p = 2kI
» Uvjet da pravac p... y = kx +]
bude tangenta hiperbole: a? k* - b? = P visa vazina (A)
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