
Seminar 2

Potrebno predznanje

Osnovne logi£ke operacije, vidi Tablicu 1.

Kvanti�katori:

∀: £itaj �za svaki�

∃: £itaj �postoji�
∃!: £itaj �postoji samo jedan�

Ponekad se koristi oznaka �:� koja zna£i �takav da�. U

istu svrhu se moºe koristiti oznaka �|�. Ponekad se obje

ove oznake ispu²taju i potrebno je nakon kvanti�katora

∃ nadodati rije£i �takav da.�

U sljede¢im primjerima brod smatramo skupom £iji su

elementi dijelovi broda. Oznaka ∈ se £ita �je element.�

Primjer. Izjava �(∀ brodski motor) (∃! brod) (brodski
motor ∈ brod)� tvrdi da �za svaki brodski motor postoji

jedan to£no odre�eni brod tako da je taj brodski motor

dio tog jednog odre�enog broda.� Ako zanemarimo one

brodske motore koji negdje leºe neugra�eni u brodove

ova tvrdnja mogla bi se smatrati istinitom.

Primjer. Izjava �(∃ brod) (∀ brodski motor) (brodski

motor ∈ brod)� zasigurno je laºna jer tvrdi da postoji

brod £iji je ba² svaki brodski motor dio.

Oznaka za prazan skup: ∅
Operacije na skupovima: X ∪ Y, X ∩ Y iX\Y
Uspore�ivanje skupova: X = Y iX ⊆ Y
Skupovi se £esto ozna£avaju ovako

S = {x : neka izjava za x}

²to podrazumijeva da je S skup svih elemenata za koje

je �neka izjava� istinita.

Primjer. A = {x : x > 2}

Ure�aj ≤ na skupovima N, Z, Q i R. Segment, interval,

poluzatvoreni interval i oznake.

Priprema

Pro£itati odlomke od 1.1.12 do 1.3.3 na stranama 3�13

iz knjige �Vi²a matematika�. Samostalno odgovoriti na

pitanja:

(1) Da li je istina �pripremam se za nastavu i

ple²em�?

(2) Da li je istina �(pripremam se za nastavu i

ple²em) povla£i (poloºiti ¢u matematiku)� bez

obzira na istinitost izjave �poloºiti ¢u matem-

atiku�?

(3) Zadani su skupovi:

B1 = {brod : (∀brodski motor)(brodski motor /∈ brod)},
B2 = {brod : (∃ jedro) (jedro ∈ brod)},
B3 = {brod : (∃! jedro) (jedro ∈ brod)}.
Koje od sljede¢ih izjava su istinite?

B1 = ∅

B3 ⊆ B2

B3 ⊆ B1

B2 ∪B3 = B2

Tablica valjanosti
varijable konjukcija disjunkcija implikacija ekvivalencija
A B A ∧B A ∨B A⇒ B A⇔ B

> > > > > >
> ⊥ ⊥ > ⊥ ⊥
⊥ > ⊥ > > ⊥
⊥ ⊥ ⊥ ⊥ > >

Tablica 1. Osnovne logi£ke operacije na sudovima
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Vjeºba Ure�aj na skupu realnih brojeva

Donja me�a skupa je broj koji je manji (ili jednak) od

svakog £lana skupa.

Gornja me�a skupa je broj koji je ve¢i (ili jednak) od

svakog £lana skupa.

In�mum je najve¢a donja me�a.

Supremum je najmanja gornja me�a.

Minimum je najmanji element skupa.

Maksimum je najve¢i element skupa.

Zadano je a = 1, b = 2. Za segment [a, b] i interval 〈a, b〉 odrediti:

1. barem 3 donje me�e,

2. barem 3 gornje me�e,

3. in�mum,

4. supremum,

5. minimum,

6. maksimum.

Vjeºba Funkcija morske dubine

Slika 0.0.1. Luka Zadar. Svaka

to£ka na karti moºe se ozna£iti sa

dvije varijable: geografska ²irina i

visina. Plavom bojom ozna£ena je

morska povr²ina na kojoj je de�ni-

rana dubina mora.

Odrediti funkciju podrazumijeva poznavati:

• domenu (gdje djeluje pravilo)

• jednozna£no pravilo (po kojem djeluje funkcija)

• kodomenu (vrijednosti funkcije)

Zadatak. Odrediti funkciju d morske dubine.

Odgovor.

Neka je λ zemljopisna duºina i ϕ zemljopisna ²irina. Vrijedi

da je ure�eni par (λ, ϕ) ∈ R2 jedna to£ka na zemljinoj sferi.

Sa M ozna£imo sve to£ke (λ, ϕ) koje pokriva more. Tada

je M ⊆ R2. Sloºimo se da je na svakoj to£ki povr²ine

mora odre�ena dubina (npr. bacanjem uºeta s utegom ili

preko �echo sounder-a�) i da je dobivena dubina u metrima

realni broj. Dakle, skup M ozna£ava sva ona mjesta gdje

moºemo mjeriti dubinu mora. Stoga jeM domena funkcije

d i moºemo pisati

d : M→ R .

De�nirajmo dalje pravilo za ra£unanje funkcije: d(λ, ϕ) = du-

bina mora na koordinatama (λ, ϕ).

Za kodomenu je uzet skup R. Primjeti da se mogao uzeti i neki drugi skup: npr. skup samo pozitivnih realnih brojeva

ili skup realnih brojeva izme�u nula i 20 000. Vaºno je samo da sve vrijednosti izra£unate danim pravilom budu u

kodomeni.

Ako ºelimo znati to£no sve one vrijednosti koje moºe poprimiti funkcija tada je to pitanje odvojeno od de�nicije same

funkcije. Skup svih vrijednosti koje funkcija moºe poprimiti naziva se slika funkcije. U mnogim slu£ajevima sliku

funkcije je dosta te²ko precizno odrediti. U slu£aju predmetne funkcije ako dopustimo izvjesnu nepreciznost mogli bi

re¢i da je slika funkcije d skup f [M] = [0, 10 911]

Vaºno je zapamtiti! Ovako zadana funkcija dubine mora d garantira

1. pravilo za ra£unanje vrijednosti funkcije d,

2. domenu � podru£je u kojem se moºe primijeniti dano pravilo ra£unanja1,

3. kodomenu � skup unutar kojeg ¢e biti vrijednosti dubine mora.

1Ako bi se poku²ala potraºiti vrijednost pravila iz funkcije d van domeneM vjerojatno bi uslijedio neuspjeh.
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Vjeºba Klima ure�aj

Odrediti podru£je primjene (domena) i rezultat djelovanja

(slika funkcije). Deklaracija klima ure�aja prikazana je na

slici.

S obzirom na sadrºaj deklaracije moºe se zaklju£iti da su u

realnom svijetu vaºna pitanja podru£je primjene i rezultat

djelovanja ure�aja, a tek naknadno na£in kako upravljati

ure�ajem (uputstvo za rad).
Vjeºba Implicitno zadana funkcija

Ponekad se funkcija zadaje samo pravilom (implicitno). Tada je na korisniku funkcije prije kori²tenja pravila provjeriti

da razumije gdje se to pravilo moºe primjeniti kako ne bi uslijedila nekakva pogre²ka.

Zadatak. Da li je dobro zadana f(x) =

x, x ∈ [0, 1]

2x, x ∈ [1, 2]
i za²to? Koja je domena funkcije f?

Vjeºba Osnovne operacije s brojevima

Shvatimo osnovne operacije s realnim brojevima kao implicitno zadane funkcije i odredimo im domenu.

dodavanje1(x) = x+ 1 D(dodavanje1) =

dodavanjec(x) = x+ c D(dodavanjec) =

zbrajanje(x1, x2) = x1 + x2 D(zbrajanje) =

množenje(x1, x2) = x1 · x2 D(množenje) =

dijeljenje(x1, x2) =
x1
x2

D(dijeljenje) =

Vjeºba Kompozicija funkcije

De�nicija 1.3.2 (knjiga str. 12) Neka su f : X → Y i g : Y → Z funkcije. Pod kompozicijom funkcije f s funkcijom

g podrazumijevamo funkciju h : X → Z zadanu pravilom h(x) = g( f(x) ) za svaki x ∈ X. Zapisujemo to kao

h = g ◦ f .

Zadatak. Zapisati sljede¢e funkcije kao kompozicije osnovnih operacija s brojevima i odrediti domenu:

f1(x) =
x+ 5

x2 − 2

f2(x) = (−5) · x+ 3

(x+ 1) (x− 2)

f3(x) = x+
1

x
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Graf funkcije

Graf funkcije f je skup Gf = {(x, f(x) ) |x ∈ D (f)}. D (f) je oznaka za domenu funkcije f . (x, f(x) ) je ure�eni par

tako da je na prvoj koordinati parametar x, a na drugoj koordinati vrijednost f(x).
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Graf funkcije naj£e²¢e prikazujemo gra�£ki. Na hor-

izontalnoj osi (x) nanosimo vrijednosti parametra,

a na vertikalnoj osi (y) vrijednosti funkcije. Vrijedi

izreka: �slika vrijedi tisu¢u rije£i.�

Zadatak. f(x) = ln
(
x3 − 4x

)
ima graf desno

(1) sa grafa pribliºno odrediti

f(−1) ≈
f(5) ≈ Zapamti ≈

(2) ra£unanjem odrediti

f(−1) =

f(5) = .

(3) sa grafa pribliºno odrediti sve x za koje vri-

jedi f(x) = −1

(4) sa grafa pribliºno odrediti domenu funkcije

Zapamtiti!

Sa grafa je mogu¢e pribliºno o£itati vrijednosti funkcije.

x�koordinate sjeci²ta grafa funkcije sa horizontalnim pravcem na visini a odre�uju sva rje²enja jednadºbe f(x) = a.

Domena od f odgovara samo onim vrijednostima na x�osi kroz koje vertikalni pravac sije£e graf od f u to£no jednoj to£ki.
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Zadatak. Zadan je graf s lijeve strane.

(1) Zbog £ega taj graf ne moºe biti odre�en

nekom funkcijom?

(2) Na kojoj domeni bi neka funkcija mogla

odre�ivati barem dio grafa?

(3) Koji dio grafa bi mogli �odsje¢i� tako

da preostali dio grafa u cjelosti odre�uje

neku funkciju?

(4) Da li postoji vi²e rje²enja na prethodno

pitanje?
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Inverzna funkcija

De�nicija. Neka je zadana funkcija f : X → Y . Inverzna funkcija od f je funkcija g : Y → X za koju vrijedi

f( g(x) ) = x i g( f(x) ) = x.

Moºe se pokazati da je inverzna funkcija, ako postoji, jedinstvena. Vidi teorem 1.3.1 u knjizi na str. 13.

Naj£e²¢a oznaka za inverznu funkciju od f je f−1.

(korisno za algebarsko ra£unanje)

Uz oznaku za inverznu funkciju f−1 vrijedi

f( g(x) ) = x =⇒ f( f−1(x) ) = x .

(korisno kod crtanja grafa)

Ako rezultat funkcije f ozna£imo sa y = f(x) tada

moºemo pisati

g( f(x) ) = x =⇒ f−1(y) = x .
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Zamislimo da graf s li-

jeve strane prikazuje funkciju

protoka kroz slavinu. Na x�

osi nanesen je broj navrtaja

pokreta£a slavine, a na y�

osi je protok (npr. litara u

minuti).

Zadatak. Odrediti graf in-

verzne funkcije. Kako inter-

pretirati inverznu funkciju?

Zapamti! Graf funkcije i njenog inverza simetri£ni su s obzirom na pravac y = x.

Zadatak. Provjeri da tvrdnja vrijedi na grafu iz prethodnog zadatka.
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Problem inverza kvadratne funkcije

Primjer. Na slici je graf funkcije

f : R → R koja je zadana prav-

ilom

f(x) =
(x

2
+ 1
)2
.

1. Nacrtati krivulju koja je simetri£na

grafu funkcije f s obzirom na

pravac y = x.

2. Za²to nacrtana krivulja nije graf

funkcije?

(A) Graf funkcije f−1 treba odgo-

varati nacrtanoj krivulji.

(B) Nacrtana krivulja nije graf

funkcije.

(Zaklju£ak) Ne postoji f−1, f

nema inverz.

3. Modi�cirati nacrtanu krivulju tako da predstavlja graf neke funkcije koju ¢emo zvati g1. Odrediti domenu od g1.

4. S obzirom na zrcalnu simetriju kojoj je os pravac y = x, kojem dijelu grafa od f je simetri£an graf od g1? Nazovimo

f1 funkciju kojoj je graf upravo simetri£an na graf od g1. Odrediti domenu od f1.

5. Odrediti kodomene2 od f1 i g1 tako da bude f−1
1 = g1.

6. Na drugi na£in iz f odrediti f2 koja ¢e imati inverz g2.

De�nicije.

Surjekcija je funkcija kojoj je kodomena slika funkcije.

Takva funkcija za prikladan odabir parametra poprima

sve vrijednosti kodomene.

Injekcija je funkcija koja svaku vrijednost moºe poprim-

iti najvi²e jednom.

Bijekcija svaku vrijednost kodomene poprima to£no jed-

nom. Funkcija je bijekcija to£no tada kada je ujedno

surjekcija i injekcija.

Zadatak. Provjeti da f iz prethodnog primjera nije niti

surjekcija niti injekcija.

Zadatak. Provjeri da su g1 i f1 bijekcije.

2Vidi de�niciju inverzne funkcije: domena od f je kodomena od f−1 i domena od f−1 je kodomena od f .
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Zapamti!

Nema svaka funkcija inverz. Samo bijekcije imaju in-

verz.

Od funkcije koja nije bijekcija moºe se restrikcijom

domene i kodomene dobiti bijekcija.

Algebarsko traºenje inverza

Primjer. Zadano je f(x) =
x

3
+ 2.

Nacrtati graf3. Odrediti domenu i sliku

funkcije.

Da li je funkcija bijekcija? Za-

²to?

Koriste¢i jednakost f( f−1(x) ) = x odrediti

algebarski izraz za f−1 i nacrtati graf.

Provjeriti da vrijedi f( f−1(x) ) = x i f−1( f(x) ) = x.

3Funkcije oblika f(x) = a x+ b gdje su a i b zadane konstante nazivaju se a�nim funkcijama. Graf takvih funkcija je pravac. Svaki pravac

odre�en je sa svoje dvije to£ke.
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f HxL=1+1�x

Slika 0.0.2. f(x) = x+
1

x
(plavo) i simetrija grafa prema pravcu y = x (crveno).

Zadatak. Algebarski odrediti inverz funkcije f(x) = x+
1

x
. Usporediti rezultat s grafom desno. Da li je f surjekcija,

injekcija? Kako preina£iti f da ima inverz?

Nakon seminara preporuka je pro£itati tekst internet enciklopedije http://en.wikipedia.org/wiki/Function_(mathematics)

(od po£etka do �Functions with multiple inputs and outputs� i od �Injective and surjective functions� do �Inverse

image�).


