
Seminar 5

Potrebno predznanje

Ne zaboravite nositi kalkulator. Iako se vrijednosti si-

nusa i kosinusa lagano dobiju kori²tenjem kalkulatora,

korisno je znati neke vrijednosti ove dvije funkcije za

kuteve koji se naj£e²¢e javljaju u zadacima i primjeni.

Preporuka je da napamet nau£ite sljede¢u tablicu.

Matrica i ozna£avanje matrice. Osnovni pojmovi vezani

uz matricu: matri£ni element, redak i stupac matrice,

tip matrice, kvadratna matrica n-tog reda, glavna dijag-

onala matrice, jedini£na matrica, nulmatrica, ulan£ane

matrice. Osnovne operacije na matricama: zbrajanje,

oduzimanje, mnoºenje skalarom i mnoºenje dviju ma-

trica. Determinanta i ozna£avanje determinante.

Priprema

Pro£itajte str. 49-53 u knjizi ili unos o matri-

cama naWikipediji (http://hr.wikipedia.org/wiki/

Matrica_(matematika)). Obratite paºnju na po-

jmove navedene kao potrebno predznanje o matri-

cama. U svladavanju matri£nog mnoºenja moºe vam

pomo¢i video prikaz postavljen na moodle stranice

kolegija (https://moodle.carnet.hr/mod/resource/

view.php?id=46812) i skica na sljede¢oj stranici.

Svaki student treba na seminar do¢i s

vlastitim jedinstvenim primjerima:

(1) Zapisati dvije kvadratne matrice reda 3. Na-

zovite ih A i B.

A = B =

(2) Izra£unati:

2A =

A−B =

AB =

BA =

1

http://hr.wikipedia.org/wiki/Matrica_(matematika)
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a11 . . . a1k . . . a1p
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ai 1 . . . ai k . . . ai p
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an1 . . . ank . . . anp
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A : n rows p columns

b11 . . . b1 j . . . b1q

...
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bk1 . . . bk j . . . bkq

...
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bp1 . . . bp j . . . bpq
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B : p rows q columns

c11 . . . c1 j . . . c1q

...
. . .
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...

ci 1 . . . ci j . . . ci q

...
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cn1 . . . cnk . . . cnq
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C = A×B : n rows q columns

a i1
×b 1 j

a ik
×b k j

a i p
×b p j

+ . . .+

+ . . .+
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Glavni dio seminara

Jedini£na matrica je kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali ima jedinice, a na ostalim mjestima nule. Oz-

na£ava se slovom I. Kvadratna matrica A ima inverz kvadratnu matricu B istog reda ako vrijedi

AB = I i BA = I.

Primjer (1). Provjeri da su matrice A =


0 5 0 0

2 0 1 0

−1 0 0 1

0 3 0 4

 i B =


−0.15 0 −1 0.25

0.2 0 0 0

0.3 1 2 −0.5
−0.15 0 0 0.25

 inverzne.

Nema svaka matrica inverz. Matrica koja ima inverz klasi�cira se kao regularna matrica. Matrica koja nije regularna

naziva se singularna.
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Primjer (2). Provjeri da se sustav linearnih jednadºbi

x+ 2y − z + u = −1

2x+ 5y − z + 2u = −2

3x− y − 2z + u = 5

x− y + 3z − 5u = 6

moºe zapisati mnoºenjem matrica 
1 2 −1 1

2 5 −1 2

3 −1 −2 1

1 −1 3 −5


︸ ︷︷ ︸

=A


x

y

z

u


︸ ︷︷ ︸

=X

=


−1
−2
5

6


︸ ︷︷ ︸

=B

Matrica A naziva se matrica sustava, X matrica (vektor) nepoznanica, a B matrica (vektor) slobodnih £lanova (ili

desna strana).

Provjeri da X =


2

−1
1

0

 rije²ava dani sustav. Koje je rje²enje za nepoznanice x, y, z i u?

Nema svaki sustav linearnih jednadºbi rje²enje, a ponekad moºe imati i beskona£no rje²enja. Linearni sustav koji

uvijek ima to£no jedno rje²enje karakteriziran je regularnom matricom sustava.
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Determinanta je funkcija koja svakoj kvadratnoj matrici pridruºuje broj (kojeg nazivamo determinanta matrice).

Primjer (3). Za determinantu matrice

A =

(
2 3

1 2

)
pi²emo detA ili

det

(
2 3

1 2

)
ili

∣∣∣∣∣ 2 3

1 2

∣∣∣∣∣
Determinantu moºemo ra£unati razvojem po prvom stupcu:

(1): kvadratnu matricu prvog reda det (a) = |a| = a.

Zadatak 1. Izra£unati det (3) =

(2): kvadratnu matricu drugog reda ∣∣∣∣∣ a1 b1

a2 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1

Zadatak 2. Izra£unati

∣∣∣∣∣ 2 3

1 2

∣∣∣∣∣ =
(3): kvadratnu matricu tre¢eg reda∣∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣∣ = a1

∣∣∣∣∣ b2 c2

b3 c3

∣∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣∣ b1 c1

b3 c3

∣∣∣∣∣+ a3

∣∣∣∣∣ b1 c1

b2 c2

∣∣∣∣∣
Zadatak 3. Izra£unati

∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1

−1 4 −5
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣∣ =

Ra£unanje determinante matrice reda tri moºe se mnemotehni£ki pamtiti prema tzv. Sarrusovom pravilu koje je dano

shemom ispod.

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a13

+

+

+

−

−

−

Zadatak 4. Provjeri da se isti rezultat iz prethodnog zadatka

dobije primjenom Sarrusovog pravila.
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Vaºno! Determinatnu podmatricu koja se iz matrice A dobije ispu²tanjem i�tog retka i j�tog stupca ozna£ujemo

Dij . Broj (−1)i+j
Dij ozna£avamo sa Aij i nazivamo algebarski komplement elementa aij matrice A.

(n): Za kvadratnu matricu n-tog reda vrijedi

detA = a11 (−1)1+1
D11︸ ︷︷ ︸

=A11

+a21 (−1)2+1
D21︸ ︷︷ ︸

=A21

+ . . .+ an1 (−1)n+1
Dn1︸ ︷︷ ︸

=An1

Zadatak 5. Izra£unati

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 0

0 2 0 5

3 0 4 0

0 5 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

U de�niciji determinante za op¢u matricu n-tog reda moºe se �ksirati bilo koji stupac ili redak, nije bilo potrebno

uzeti ba² prvi stupac. Za razvoj po k�tom stupcu vrijedi sljede¢a formula (za razvoj po retku sli£no):

detA = a1k (−1)1+k
D1k︸ ︷︷ ︸

=A1k

+a2k (−1)2+k
D2k︸ ︷︷ ︸

=A2k

+ . . .+ ank (−1)n+k
Dnk︸ ︷︷ ︸

=Ank

Zadatak 6. Razvojem po £etvrtom retku izra£unajte

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 3 0

0 2 0 5

3 0 4 0

0 5 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

U pravilu za ra£unanje determinante biramo razvoj po onom retku ili stupcu koji ima najvi²e nula.

Regularne matrice imaju determinatnu razli£itu od nule, a singularne matrice determinantu jednaku nula. Vaºno!

Zadatak 7. Ra£unanjem determinante provjeri jesu li sljede¢e matrice regularne:

A =


1 2 −1 1

2 5 −1 2

3 −1 −2 1

1 −1 3 −5



A =


0 5 0 0

2 0 1 0

−1 0 0 1

0 3 0 4



B =


−0.15 0 −1 0.25

0.2 0 0 0

0.3 1 2 −0.5
−0.15 0 0 0.25


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