Seminar 7

Priprema

Ovaj seminar je obraden kratkim video isjeccima koji se mogu pogledati na » Moodle« mreznoj stranici predmeta.

Uvjet za sudjelovanje na seminaru je prijava na » Moodle« stranice kolegija. Prijava podrazumijeva da je student jed-
nom u desnom stupcu sadrzaja » Moodle« stranice u bloku Administracija odabrao link Prijava. Pristup na stranice
kolegija zahtjeva AAl-racun ¢ija aktivacija moze trajati nekoliko dana. Studenti koji nemaju drugi nacin pristupa
internetu imaju moguénost besplatnog pristupa u ¢itaonici Sveuéilisne knjiZnice (mjesto je potrebno rezervirati un-

aprijed). Studentima koji do termina seminara nisu napravili prijavu neée biti evidentirano sudjelovanje na seminaru.
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SLikA 0.0.1. Prikaz nekih vektora



Seminar #7

Vektori kao matrice

Vektorom mozemo podrazumijevati jednostupcanu ili jednoret¢anu matricu. Kada je rije¢ o vektoru u trodimenzion-
alnom prostoru podrazumijevamo matricu tipa (3,1) ili (1,3) , a kada je rije¢ o dvodimenzionalnom prostoru rije¢ je o

matricama tipa (2,1) ili (1,2). Ponekad se vektor zapisuje i kao lista brojeva omedena oblim zagradama.

Primjer 1. Zapis tri vektora u trodimenzionalnom prostoru

1
vi=| 3
1
v = [ 2 _1 2 }
vy = (1, —4,1)
Primjer 2. Vektore mozemo zbrajati kao matrice, po elementima:
1 1 2
vitvg= |3 |+ | 4 |=]| -1 | =v2
1 1 2

Predocdavanje vektora u prostoru

Vektor { a b c } moze se zamisljati kao radij—vektor: usmjerena duZina ﬁ od ishodista O do tocke T'(a, b, c).
e

Isti vektor [ a b c } moze se predoditi usmjerenom duZinom 7775 gdje je za polaznu tocku uzeta tocka T1(xo, Yo, 20),

a zavrsnu tocku Ts (zg + a, yo + b, 20 + ¢).

Primjer 3. Prikaz vektora iz primjera 1.: vy i vo kao radij—vektori u prostoru i vektor vs kao usmjerena duzine od
tocke T1(1,3,1) do totke T5(2,—1,2) nalazi se na slici 1.

Primijeti, ako je zadan vektor i proizvoljna pocetna tocka usmjerene duzine koja prikazuje taj vektor tada je zavrsna

totka potpuno odredena. Ako su zadani pocetna tocka Ti(x1,y1,21) 1 zavrdna tocka To(xa,ys2,22) tada usmjerena

T2 — X1
duzina 11T prikazuje vektor v = | 33 — y;
zZ9 — 21

Primjer 4. Zadane su tocke A(3,1,5) 1 B(—1,—2,7). Odrediti vektor w odreden usmjerenom duzinom Ag.
—
w=hB= [-+3 -1 3-5)=[*% 3> 2]

Koordinatni vektori

1 0 0
Definicija. Posebni vektori 7 =10 [, 7 =111 ? = | 0 | nazivaju se koordinatni vektori. Proizvoljni
0 0 1
a
vektor u prostoru v= | b | dopusta zapis pomocu koordinatnih vektora:
c
0 0
b |=a +0| 1 |+4+c| O
c 0 1

- = =
v=xi +yj +zk

Primjer 5. Prikazati pomoc¢u koordinatnih vektore iz primjera 1.



Seminar #7

Skalarno mnozenje

X1 o
Definicija. Skalarno mnoZenje ili skalarni produkt dva vektoravy = | y; | ive = | yo | oznacavase vi-va
21 22

i rac¢una kao broj

[Vi-ve=m@s +yiye + a2 |

=[%] FZ]-'I L43-(-1)+ 2=

a—r'b z

Primjer 6. Skalarno pomnoziti vektore vy i vg iz primjera 1.
v, = [1 9 “3 w=L02 -t 7'J

Duljina vektora

a
Definicija. Duljina vektora naziva se jo§ i norma vektora. Za vektor v = | b | oznaava se ||v|| i ra¢una formulom:

c
Ivil= vV -v=+va?+b+c?

Duljina vektora odgovara duljini svake usmjerene duZzine kojom se moze prikazati taj vektor.

PI’ll’nJeI' 7. Odrediti udaljenost izmedu tocaka T3 i T3 iz primjera 3. preko duljine vektora koje g odreduje usmjerena
duzina Ty Ty. Tq(“ 514% A [_4 -4 1] =Vy . vy sl ﬁ//_\ﬂ‘-.,(_‘)h"’ﬁ?:3 = ¢4
7. (212

Kut izmedu vektora

X1 X9
Kada su zadana dva vektora vi = | y; | i va = | 3o | moZemo promatrati tocke T (z1,y1,21) 1 To(za,ya, 22) i
21 22

oy
pripadne radij—vektore OT7 i OT,. Kut izmedu dvije duZine sa istom polaznom tockom je od ranije dobro definiran
pojam. Stoga se kut izmedu vektora vy i vg (oznaka Z (v1,va)) uzima kao kut izmedu radij—vektora OT; i OT; koji
je u intervalu [0, Z].
Naravno, moze se pokazati da kut izmedu dvije usmjerene duZine s istom pocetnom to¢kom koje prikazuju vektore vy

i vo ne ovisi o izboru pocetne tocke.

Kut izmedu vektora vy i v moze se rac¢unati iz jednadzbe

Vi va = v [va cos Z (v1,v2). |

Primjer 8. Kut izmedu pravaca OT; i OT» naznaéiti na slici 1. i izra¢unati gornjom formulom.

Vp Vo
g 1'\"’,'5,1\ O'r - OTsV::[‘I 3 1] %%.("V)= I ’[[v/]
4 IV @
OT v 07- [Z -1 7—]
. =1 =zoq
\\\ V.'V-L= 4 c‘bq.k"lb) 3 5'}'}

”‘f'”: 41'45’-4-4" -ﬁ.‘:?).’)"?‘ /
‘ iU

v 1= V22e-9%* =9 =3
1;(1:"1) 2F~(v, v, \-_- aveces 0.1
\\\ 4 41 1.\ 4 ?}

*(0";'07‘).—_ 4“'7—



Seminar #7

Vektorsko mnoZenje

X1 o
Definicija. Vektorsko mnoZenje ili vektorski produkt dva vektora vi = | y; | i v2 = | g9 | oznacava se
21 22
v1 X vg i rac¢una kao vektor

— — -
Vi X Ve = (y122 —Y221) © + (2102 — 22%1) J + (w1y2 — x2y1) K
1

NS 2.
1 T2 Y122 — Y221 - e ‘31'?.'_—;'_.;1
ili X = | 213 — 22 XL 3| =
Y1 Y2 122 2T1 dA= - a,lx.,_.- x.,_-z’
21 22 L1Y2 — T2 2 _{] ¥ "‘31”"31
« . . .. . o . *‘ -xl
Primjer 9. Za vektore iz primjera 1. izrac¢unati vq1 X va.

1 1] [3u-EDd 7
vav,= | 2| * |12 le2-2-1( =20
1 2 1-9)~2D -3
1 yR
> -1

Vrijedi jednadZba koja vezuje vektorsko mnozenje i kut izmedu vektora:

[[Iva x V2| = [[val| [va[[sin £ (v1,v2) |

Primjer 10. Pomoéu gornje formule izra¢unati kut izmedu vektora vy i vg iz primjera 1. Provjeriti rezultat primjera
8. WiIDl PRIMER S,

R F] 3.9 = 3323 o X (v, 1)
- &
4 SR TV . N T 2
VAR [;]”;{; ~3.32 X (vy, )= avemn 0.9%¢
\ = 1.461
ivalt= 1 [2 -1 2]u=3

Vrijedi sljedece ‘_———_——T\
- v P (v, va\g
Va (‘4’““)' Mg =k AT vektor vi X va je okomit na vektore vy i va. ‘

Primjer 11Miti kut izmedu vektora vi i v1 X vg, te Vo i vi X Vg iz primjera 9.
713

3f-]e
Cor¥ (v, yxy) o 2 (ixe) LI LA 2eor o
17 1% a1 Uyxv, i m.;ﬁ‘;V;E-.;m-a__hq:.{%’%,‘):w”o
3 , =T_a,°
i) [3][3] panien e FeP
¢-,§(\t,.‘{,"\¢|.\° = L _o

v, N1V, 1) 3 Wz =;Tﬁ=". -4 (v, %%% )-"Mb‘b 0{

.. -okomica VvV

Takoder, vrijedi:

broj ||[vi x va|| odgovara povrsini paralelograma kojeg odreduju usm-
jerene duzine iz iste tocke odgovarajuce vektorima v i va.
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MjeSovito mnozZenje
T T2 €3

Definicija. MjeSovito mnoZenje ili mjesSoviti produkt tri vektoravy = | y; |, va ys | ivs = | y3 |oznacava
21 22 z3

se (v1 X va) - vz i racuna kao broj

AkO 1)eSovITI PeopviT TRI
VETORA 150ApA rEGATIVAN 6RO
VOLUMEN [E APSOLUTAA VRIEDNOST,

VoLumeN J& wJER poriT v,

Zapamti! MjeSoviti produkt tri vektora odgovara volumenu paralelepipeda (nakoSenog kvadra) koji je odreden trima

r1 T2 X3
(V1><V2)'V3= Yyr Y2 Y3

Z1 V) z3

usmjerenim duzinama koje poé¢inju u istoj tocki, a odredene su istim danim vektorima.
Primjer 12. Odrediti volumen paralelepipeda odredenog vektorima vy, v2 i y3 X va,iz prlm era 9 o 2, N
NE K1 PARA[TLEPIPED 2] (2] W™
(kos) wvaom) V... (Vxw)oomo(|3Ml)lof 4 2. f3] |23
- 1= Vo 7112 - (3)<_1),O=5_40___
‘ - A L 1 2-%

) BJ FJ = ?] y ,_’}+(4y ;4(—?)(-;1

V=33 = < g

Vazno! Cetiri tocke Ty, Ta, T3 i Ty su komplanarne (pripadaju istoj ravnini) ako i samo ako je mjeSoviti umnozak

vektora odgovarajué¢ih usmjerenim duzinama 1175, 1173 i T17Ty jednak nula.

Primjer 13. Odrediti komplanarnost to¢aka T} (2, 2, 2), Zadatak. Odrediti komplanarnost tocaka Ti(2,2,2),
To(—1,—4,-3), T5(—2,3,5) i Tu(1,0, 1). To(—1,—4,-3), T5(—2,3,5) i Tu(1,9, 10).
—_— -Y 4 -4 — | -1
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_s 3 >
:?. - -4 -2
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