Seminar 8 (Grani¢na vrijednost ili limes niza)

Potrebno predznanje

Osnovno o nizovima realnih brojeva.

Priprema

Procitajte, ako treba i vise puta str. 115-118 u knjizi. Obratite paznju na sve definicije, primjere i iskaze teorema
(bez dokaza), opcéenito je najvaznije ono otisnuto masnim slogom.

Prof. Uglesi¢ je isto gradivo ovaj tjedan obradivao na predavanjima.

Vasa pripremljenost ée se provjeravati! Trebali bi znati ispricati neSto o onome Sto ste procitali, znati reéi nesto o
pogmovima koji su wvedeni u tom dijelu knjige, znati navesti primjere iz knjige ili vlastite.

Procitajte sljedec¢u stranicu ovog materijala na kojoj je jedan dio gradiva iz knjige obraden na malo drugaciji nacin.
Obavezno ponijeti ra¢unar.

Uz ove materijale ispisati i na seminar ponijeti Dodatak 5.
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Niz realnih brojeva (a,) je funkcija a : N — R. MoZemo ga zamisljati kao beskona¢nu uredenu listuﬂ realnih

brojeva:
(a1,a2,a3, a4, as, as, ar, ag, ag, a0, A11, 412, @13, G414, @15, G416, A17, G418, A19, G20, A21, A22, 23, G24, A25, A26, A27, A28, 029, 430, 431, 432, 433,

Primjer (1). Niz realnih brojeva zadan pravilom za ratunanje ¢lanova niza: a,, = arctan (n). Poredak prvih ¢lanova

u tom nizu izgleda priblizno ovako (¢lanovi izraZeni na pet decimala):

(0.78539, 1.10714, 1.24904, 1.32581, 1.37340, 1.40564, 1.42889, 1.44644, 1.46013, 1.47112, 1.48013, 1.48765, 1.49402, 1.49948, 1.50-

Ovaj niz je rastuéi zato jer je funkcija arctan rastuca. Takoder je i ogranifen jer je funkcija arctan ogranifena sa

supremumom 75 ~ 1.570796.

Neka je € neki »maleni« pozitivni realni broj: € > 0 i neka je x bilokoji realan broj: = € R. e-okolina broja z je

skup (x — e,z + €), dakle svi brojevi izmedu z — € i « 4 ¢, odnosno svi brojevi koji su za manje od ¢ udaljeni od z.

Kazemo da niz (a,) lezi u skupu S kada su svi ¢lanovi niza (a,) elementi skupa S.

Primjer (2). Mozemo reéi da niz (a,) iz primjera (1) lezi u 0.6-okolini realnog broja 1 jer su svi ¢lanovi niza
pocevsi od prvog 7 = 0.78539 i svaki veci dalje ujedno manji od § =~ 1.570796, dakle nalaze se unutar intervala
(1-0.6, 1+0.6) = (0.4, 1.6).

StraZnji dio niza (a,) iza k-tog €lana je niz (b,) kojem su ¢lanovi b,, = ag4y.

Primjer (3). StraZnji dio niza iz primjera (1) iza treéeg ¢lana je niz ¢iji su ¢lanovi dani formulom b,, = arctan (n + 3)

i ¢iji pocetak izgleda priblizno ovako (¢lanovi na pet decimala):

(1.32581, 1.37340, 1.40564, 1.42889, 1.44644, 1.46013, 1.47112, 1.48013, 1.48765, 1.49402, 1.49948, 1.50422, 1.50837, 1.51204, 1.51¢

Usporedi poredak prvih ¢lanova niza iz primjera (3) sa poretkom istih ¢lanova u nizu iz primjera (1).

Realni broj L je grani¢na vrijednost (ili_limes) niza (a,) ako za svaku (proizvoljno malu) e-okolinu broja L postoji

neki straznji dio istog niza koji cijeli lezi u njoj. Grani¢na vrijednost niza oznacava se izrazom L = lim a,. Ako niz
n—oo

ima grani¢nu vrijednost kazemo da je konvergentan, a ako nema kaZemo da je divergentan.

Zapamti! Ako postoji limes je jedinstven.

Primjer (4). Broj 1 nije grani¢na vrijednost niza iz primjera (1) jer ako uzmemo ¢ = 0.5 tada za 0.5-okolinu broja
1 (8to odgovara skupu (0.5, 1.5)) ne postoji straznji dio istog niza koji lezi u njoj. Naime, niz iz primjera (1) na
petnaestom mjestu i dalje ukljucuje samo brojeve koji su veéi od 1.5, tako da svaki straznji dio tog niza ima ¢lanove
koji van skupa (0.5, 1.5).

Primjer (5). Broj L = 7 ~ 1.570796 je grani¢na vrijednost niza iz primjera (1). Za proizvoljno malu e-okolinu

2 mozemo uzeti prirodan broj k£ > tan (g — s) i cijeli straznji dio predmetnog niza iza k-tog ¢lana ¢e lezati u

2
odabranoj e-okolini. To je stoga $to za k > tan (g - 5) vrijedi ap = arctan (k) > 5 — ¢ i niz je rastuci pa su sljedeci

broja
¢lanovi niza nakon k-tog jos i veéi od I — ¢, a nikad veci od %, dakle leze unutar intervala (3 —¢,% +¢).

Oznaka za divergenciju u beskonaé&no je oo (kada ne Zelimo biti sasvim odredeni). Kada Zelimo biti posve odredeni

za niz (a,) pisemo :

lim a, = 400 kada za svaki proizvoljno veliki pozitivan broj G > 0 postoji straznji dio niza koji cijeli lezi iznad G,
n—oo
lim a, = —oo kada za svaki proizvoljno veliki negativan broj D < 0 postoji straznji dio niza koji cijeli lezi ispod D.
n—oo

1Uredena lista znagi da svako mjesti u listi ima pridruZen jedinstveni redni broj n € N.
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Glavni dio seminara

Grani¢na vrijednost niza ¢iji su ¢lanovi odredeni polinomom ovisi samo od najveée potencije polinoma.
Primjer (6). p(z) = 32° — 2% + 2z — 8 ima najvecu potenciju n = 3. Niz (a,,) takav da je a, = 3n3 —n? +2n — 8

divergira u +o0o bududi da i niz (3n3)neN divergira u +o0,

lim 3n% —n?+2n—8= lim 3n® = +
n— oo n—oo

Ta ¢injenica se ogleda u grafu funkcije f(z) = 2 koji na desnom dijelu neograniceno raste.

Primjer (7). p(z) = —22? + 100z ima najveéu potenciju n = 2. Niz (a,) takav da je a, = —2n? + 100n divergira u
—o0 buduéi da i niz (—2n?) . divergira u —oo,

lim —2n% 4+ 100n = lim —2n° = —o00
n—oo n—oo

Ta ¢injenica se ogleda u grafu funkcije f(x) = 22 koji na desnom dijelu neograniceno raste, to¢nije grafu od—z? koji

na desnoj strani neograniceno pada.

Komporzicija dvije neograniceno rastucée funkcije je neogranic¢eno rastucéa funkcija.

Primjer (8). Niz (m)neN divergira u +oo buduéi da
\ su funkcije f(z) = /7 i g(x) = 2% — 2 neograniteno rastuce.
X2 _ 2 Mozemo zamisljati: kako raste parametar z? — 2 tako raste i

funkcija drugi korijen od tog parametra v/z2 — 2.

Dalje rijesavamo odabrane zadatke iz dodatka 5.

Vazno! RjeSenje uvijek provjeriti ra¢unarom tako da ispitate vrijednosti izraza za "dovoljno veliki" parametar.




	Seminar 8 (Granična vrijednost ili limes niza)
	Potrebno predznanje
	Priprema
	Glavni dio seminara


