Ime i prezime studenta: .......... ... . .. . .

Sveuciliste u Zadru
Pomorski odjel

Matematika 2

Seminarska vjezbenica
Priredio: mr. sc. Mate Kosor

Student sljede¢im potpisom potvrduje da je ovu vjezbenicu zajedno sa prilozenim
rjeSenjima zadataka popunio vlastitom rukom i u sljede¢im terminima podnio na
ovjeru nastavniku, a nastavnik ovjerava da kvaliteta zadovoljava uvjet za potpis:

Popunjava student

Popunjava nastavnik

Podneseno ‘ Datum ‘ Potpis Zadovoljava ‘ Ovjera
1. puta DA NE

ispravak DA NE

2. puta DA NE

ispravak DA NE




Vazne obavijesti za studente Matematike 2

Sve obavijesti vezane za predmet nalaziti ¢e se na http://personal.unizd.hr/"makosor/mat2.html, a
sve ostale informacije i materijali na moodle stranici https://moodle.carnet.hr/course/
view.php?id=1170. UdZbenik je knjiga profesora Nikice Ugle$ica, ’ViSa matematika’.

Za sve studente dolasci na seminare i predavanja ovaj semestar nisu obavezni. Oni studenti koji dolaze
na seminar moraju uza se posjedovati seminarsku vjezbenicu, pisaéi pribor i kalkulator. Bez ovoga ne
mogu prisustvovati seminarima.

Uspjeh redovnih studenta prema broju dolazaka na seminar
Sa strane su graficki sazeti podaci
o uspjesnosti studenata iz predmeta
“"Matematika 1” na nacin da su stu-
denti grupirani u grupe prema broju
dolazaka na seminare i za svaku
grupu je visinom stupca iskazan pros-
jetan broj bodova su studenti un-
utar te grupe ostvarili na pismenom
ispitu. Moze se zakljuciti, barem
za redovite studente, da oni koji su
dolazili na seminare imaju znacajno
veée izglede za prolazak od ostalih. : ‘ : L o o =

Za izvanredne studente nije vodena

evidencija dolazaka na nastavu, ali za vjerovati je da bi analiza i za tu grupu studenata dala sli¢an rezul-
tat. Svim studentima koji zele uspjesno savladati ovaj predmet prethodno istaknuti podaci trebali bi biti
dovoljna motivacija za dolazak na nastavu.

Seminarska vjezbenica dostupna je na gore istaknutim web stranicama predmeta i sadrzi gotovo sve §to
¢e se obradivati na seminarima tokom semestra. Seminarska vjezbenica treba biti otisnuta jednostrano.
Na taj nacin kod listanja vjezbenice desna strana ¢e uvijek biti otisnuta, a lijeva prazna. Uz primjere i
zadatke u ostavljenim praznim mjestima piSite rjeSenja. Kada nema dovoljno mjesta na desnoj stranici,
zadatak ili primjer trebate rijeSavati na lijevoj stranici, a to je strazna strana prethodnog lista papira.
Ponekad ¢e biti potrebno umetnuti jedan ili vige listova praznog bijelog papira na kojima ¢e te rijeSavati
zadatke ostavljene za samostalnu vjezbu. Numerirajte stranice u gornjem desnom kutu.

Izvanredni studenti za potpis ne trebaju ispuniti nikakve uvjete.

Redovni studenti kao uvjet za potpis trebaju popuniti seminarsku vjezbenicu, odnosno rijesiti barem
95% zadataka iz vjezbenice. Studenti smiju raditi zajedno. RijeSiti zna¢i da u vjezbenici treba biti
naveden postupak i to¢no rjeSenje. Pritom se u ukupan broj ne racunaju primjeri i zadaci koji su veé
rijeSeni u tisku, ve¢ samo nerijeSeni primjeri i zadaci, ukljuc¢ujuéi zadatke ostavljene za samostalnu vjezbu.
RjesSenja trebaju biti pisana vlastitom rukom, ¢itko i uredno. Citko znadi da asistent i drugi studenti
mogu razumijeti §to piSe, a uredno znaci da se asistent i drugi studenti koji uzmu u ruke vjezbenicu mogu
u kratkom roku snaéi gdje je rjeSenje svakog pojedinog zadatka. Studenti vjezbenice podnose na uvid
asistentu u dva navrata: sredinom semestra i na kraju semestra (o to¢nim terminima biti ¢ete obavijeSteni
naknadno). Ukoliko je vjezbenica popunjena u skladu s prethodno iznesenim standardom nastavnik je
ovjerava, a ukoliko nije vraca je studentu s napomenom §to treba ispraviti. Student ima samo jednu
mogucnost ispravka. Asistent na kraju semestra podnosi nositelju kolegija listu s imenima studenata koji
su ispunili uvjet za potpis.

Pojedini djelovi vjezbenice predvideni za rijeSavanje na nastavi biti ¢e rijeSeni i dostupni na moodle
stranici predmeta.

Moodle stranica predmeta zahtjeva prijavu koristenjem AAT korisnickim ra¢unom. Mozete ga dobiti u
studentskoj sluzbi.

Na moodle stranici predmeta uz ostalo nalazit ¢e se provjere znanja. RijeSene provjere znanja upucuju
da student uspjesno savladava gradivo. Takav student trebao bi bez dodatnih napora na kraju semestra
biti u stanju poloziti pismeni dio ispita. Za studente koji budu rjesavali moodle provjere znanja biti ¢e na
kraju semestra omogucen pristup kolokviju. PoloZeni kolokvij ¢e vrijediti kao polozeni pismeni ispit na
prvom ispitnom roku na koji se student prijavi do kraja akademske godine. Pravilo je da se Matematike
2 ne moze polagati prije Matematike 1. Zbog toga je moguénost da kolokviraju ovaj predmet znacajna
upravo za studente koji jo§ nisu polozili predmet Matematika 1. Ako uspiju kolokvirati tada na sljede¢em
roku nakon $to poloze Matematiku 1 mogu i¢i direktno na usmeni.



Svaka moodle provjera znanja modi ¢e se pokrenuti samo jednom, medutim pojedine provjere imati ée i
mogucénost ispravka. Na primjer, prvi mogué¢i pokusaj polaganja provjere P1 oznafen je oznakom P1A i
omogucden je samo jednom, a drugi moguéi pokusaj polaganja iste provjere oznacen je P1B i takoder je
omogucen samo jednom. Dovoljno je poloziti provjeru P1 samo jednom, dakle bilo P1A ili P1B. Nadalje,
predvideno je da student nakon savladavanja nekoliko provjera vezanih uz jednu pojedinu temu ili seminar
nakon toga polaze jednu zbirnu provjeru koja jo§ jednom provjerava znanje iz nekoliko manjih provjera.
Ove zbirne provjere oznacene su slovima R i S. Na zbirne provjere mogu pristupiti samo studenti koji su
dovoljno dobro rijesili manje provjere. Na primjer, pristup na zbirnu provjeru R1 imaju samo studenti
koji su uspjesno rijesili barem 3 od 4 provjere P1, P2, P3 i P4. Prilikom polaganja svake provjere biti
¢e vam navedeno koliko je bodova potrebno prikupiti za prolazak. Uglavnom ée granica za prolazak
provjere biti oko 60-65% bodova. Pokretanje provjere biti ¢ée moguée samo od petka u 14 do subote u 18
sati, prema rasporedu koji je donesen u tablici na sljedecoj strani. Moodle provjere znanja studenti su
obvezni rjeSavati samostalno, bez pomo¢i drugih studenata. Studenti koji nemaju pristup internetu kod
kuée mogu rijeSavati provjere u prostorijama Sveucilisne knjiznice, mogu se uc¢laniti u Gradsku knjiznicu
Zadar odakle mogu pristupati internetu ili mogu pristupati internetu iz nekog internet caffea.
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2 Skalarna funkcija 76

3 Obiéne diferencijalne jednadzbe 107



Poglavlje 1

Integriranje

Zbrajanje

Konaé¢no zbrajanje i znak )

6
z : 6 z :
n2 = anl n2 = ‘n2 =
n=1

1<n<6

Zk!: ol=1

Pt =1
20=1.-2=2
Neka je f(z) = sin(z). Rafunaj: 31=1-2-3=6
nl=1-2-3---n
6
km
i)
k=0

Beskonacdan zbroj (redovi realnih brojeva —knjiga str. 123)
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Funkcijski red — }_ f, (knjiga str. 131)

Napisi 4. parcijalnu sumu izraza: Z x " Ovdje je fn(z) =2~
neN i fa=>ax "
Napi§i 5. parcijalnu sumu izraza: Z sin(™ g f(x) je n-ta
neN derivacija funkcije

f(@)-



Taylorov red

Teorem 4.1.13 (str. 169) Neka funkcija f : X — R ima na intervalu I C X sve derivacije (f|;)™ , n € N,
i neka je xg € I bilo koja tocka. Tada je, za svaki x € I,

"(z ) (g
fa) = flao)+ T gy L oy
©  4(n) (4
= Ty

Izracunati Taylorov red funkcije f(x) = 2* oko tocke x¢ = 1.

Razviti funkciju f(z) = In(2z) u Taylorov red po potencijama od = — 1. IzraCunati barem prva 4 ¢lana. Jadatak s roka

24.9.2009.

o . .. _ A4x .. o . o
Razviti funkciju f(z) = e** u Taylorov red po potencijama od z. Izratunati barem prva 3 ¢lana. Taylorov red oko totke

zo = 0 naziva se jo§ i
Maclaurinov red.

Razviti funkciju f(z) = -5 u Taylorov red po potencijama x + 1. Izraéunati barem prva 4 élana.

Zadatak s roka
8.9.2009.

azviti funkciju f(z) = cosx u Taylorov red po potencijama x — Z. Izracunati barem prva 4 ¢lana.
Razv ) f( ) ¥ v pop J 2 prv Zadatak s roka

8.9.2009.



Metode racunanja volumena i povrsine aproksimacijom

Primjer iz stru¢ne prakse: deplasman broda

Primjer izracunavanja volumena metodom povrsine rebara (poprec¢nih vertikalnih ravnia) pojasnjava slijedeéa
slika. Duzina broda se podijeli na parni broj jednakih razmaka i izracuna povrsina rebara na tim razmacima.

Racunanje deplasmana broda moze se svesti na ra¢unanje povrsine rebara. Poku§ajmo izracunati povr§inu

rebra do vodene linije, koje odgovara formuli v(z) = 12 - (1%)10, x € [-10,10], gdje je v visina rebra od
najnize tocke u metrima, a x koordinata Sirine u metrima. Visina do vodene linije je 12 metara, a Sirina

rebara 20 metara. Skica slijedi
kﬂlna kao integral f&lﬁ

Profil glavnog rebra kao y(x)=x"
Aproksimacija povrsine pravokutnicima

Pokugavamo priblizno izraziti profil glavnog rebra kao uniju n vertikalnih stupaca — pravokutnika. Udal-
jenost od visine rebra v(x) do visine vodene linije 12 odgovara funkciji y(z) = 12—v(z) = 12— 12- (f—o)lo.
Ako aproksimiramo profil glavnog rebra sa n = 10 jednostavnijih oblika (npr. pravokutnika) tada nas
zanima vrijednost funkcije y(x) u 11 tocaka (z € [—10,10]). To se naziva diskretizacija funkcije y(z) na
segmentu [—10,10] sa 10 + 1 to¢aka. U sljedecoj tablici treba popuniti vrijednosti y; koje nedostaju, a
raCunaju se po formuli yx = y(xx):

(ko1 123 ] 4[5 [ 6 [ 7 [8]09][10]
w10 8] 6] 4] 2] 0 | 2 | 4 [ 6] [10
Y | 0.00 12.00 | 12.00 | 12.00 | 12.00 0.00

Ako aproksimiramo profil glavnog rebra sa n = 210 jednostavnijih oblika (npr. pravokutnika) tada nas
zanima vrijednost funkcije y(x) u 21 tocaka sa segmenta x € [—10, 10]. To se naziva diskretizacija funkcije
y(x) na segmentu [—10,10] sa 20 4+ 1 toc¢aka. U sljedecoj tablici upisana je takva diskretizacija:

(k[ o] 1] 2 [ 3 [ 4 [ 5 | 6 [...] 14 [ 15 [ 16 [ 17 | 18 [ 19 [ 20 |
ap [-10] 9] 8 -7 [ =6 -5 ] -4 [...] 4 5 6 7 8 9 [ 10
yr | 0.00 [ 7.83 | 10.71 | 11.66 | 11.93 | 11.99 | 12.00 | ... | 12.00 | 11.99 | 11.93 | 11.66 | 10.71 | 7.83 | 0.00

Segment [—10, 10] na kojem diskretiziramo funkciju je duljine 20. Zbog toga je razmak izmedu dvije tocke

diskretizacije Az = a1 — ) = 22 .



n

Aproksimacija povrsine opisanim pravokutnicima: P ~ Az - E max {Yx—1, Yk}
k=1

U sljede¢im primjerima aproksimiramo povr§inu glavnog rebra opisanim pravokutnicima. Tako dobivena
aproksimacija povrsine glavnog rebra je veéa od povrsine glavnog rebra, ali kako uzimamo sve ve¢i broj
tocaka diskretizacije tako je aproksimacija sve to¢nija. Za zadani n izracunati aproksimaciju povrsine
prema formuli iz podnaslova:

Aproksimiranje povrsine opisanim pravokutnicima

n =10, Az =23 =2, n=20, Az =2 =1,

P = P =




n
Aproksimacija povr$ine upisanim pravokutnicima: P ~ Az - E min {yx_1, Yx }
k=1

U sljede¢im primjerima radimo aproksimaciju trazene povr§ine upisanim pravokutnicima, koja ¢e ispasti
manja od povrsine glavnog rebra, ali §to je veéi broj tocaka diskretizacije n time je i dobivena aproksi-
macija preciznija. Korisimo formulu iz podnaslova.

Aproksimiranje povrsine upisanim pravokutnicima

\

n =10, Az = 2, n=20 Az =1,

~ PN
~ ~



Ax <
Aproksimacija povrSine trapezima - formula: P ~ — | % + Yp + 2 Z Yk
k=1

U sljede¢im primjerima radimo aproksimaciju trazene povrsine trapezima. Za veci broj tocaka diskretizacije
n dobiva se preciznija aproksimacija. Korisimo formulu iz podnaslova. Kvalitetu aproksimacije mogudée
je procijeniti sa prilozene slike na kojoj su nacrtani trapezi kojima se aproksimira povrsina glavnog rebra.

n=10, Az =2, P~
Aproksimiranje povrsine trapezima

n=10, Az =1, P~




n/2—1 n/2

JAN
Simpsonova formula: P ~ Tx Yo + Yn + 2 E Yor + 4 E Yok—1
k=1 k=1

U sljede¢im primjerima radimo aproksimaciju trazene povr§ine parabolama (polinomima drugog stupnja).
Preciznost ove metode je vrlo visoka za veéi broj tocaka diskretizacije. Primijetiti sa slike koja prikazuje
ovu aproksimaciju za n = 20 kako aproksimirani oblik vjerno opisuje oblik glavnog rebra iz primjera.
Koristiti formulu iz podnaslova.

Ax=2 P~

ABproksimacija parabolama




Primitivna funkcija (antiderivacija)

Vidi Def 4.2.1. Za funkciju f(z) primitivna funkcija je funkcija F(z) takva da F'(z) = f(z) (na intevalu
I, osim mozda na prebrojivo mnogo tocaka).
Primjer. Koja je primitivna funkcija od f(x) = cosz?

Primjer. Da li je g(x) = sinz + 5 antiderivacija od f(z) = cosz?

Primjer. Da li je g(x) = sinz — 357 primitivna funkcija od f(z) = cosx?

Vidi Tm 4.2.1 i Def 4.2.2

1. Sve primitivne funkcije od f razlikuju se do na aditivnu konstantu.

2. Skup svih primitivnih funkcija od f naziva se neodredeni integral ili antiderivacija, a oznacava se

sa [ f(z)dx
3. Ako je F'(x) primitivna funkcija od f(x) tada je za svaku konstantu ¢ € R, G(z) = F(x) + ¢ takoder

primitivna funkcija od f(z).
4. Mozemo pisati
/f(x)dx:F(x)—i—c

5. Kod racunanja elementarnih integrala moZzemo se sluziti tablicom derivacija, ali »¢itamo je u obr-
nutom smjerux.
Sluziti ¢emo se sljede¢om tablicom. Postoje i opSirnije tablice, npr. http://hr.wikipedia.org/wiki/Tablica_integrala

I S - I -2
’a:" (e #0) H azr®~! ‘ ’ cosh x H sinh z ‘
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Tabli¢ni integrali iz knjige prof. UgleSiéa ”Visa matematika”

( N A ' '
gi;] ,‘lJ i — e (10).(107) | - 1}\2 ‘{rg{_r =tanr+c; | ool -rrf.r =tanhx+¢
3) Jde=ua +:?' | (11),(11 Il .‘ j -dr — —cotr+c; - ~dr = —cothr + ¢
(1) [arde— S e rt—L; o sin® a sinh”
r+1 (12) | —r = arclanx + ¢ = —arceot r + ¢o;
(5) [a Yde=] dr =Inlz|+ e o +frh
D ‘ ' (13) [ —ilr = arcsinr + ¢ = — arccos r+ ¢9;
(6) [etdr=e"+c: V1=
: : . 1 arthao + ¢y, x| << 1 | L+ ‘r.'|
(M) [ afde = &t e Dcatl (14) lx = : =L | /| +
. ,:}: j ff-. d g— T + ¢, +U ~ ?*"ll-. . . J 1 _f:ﬁf ! arcthao +e o) =1 2 | 1 — ,r:| t6
LAt A Sl ards — — Cos O [ SN — Cosia (s y . N —
ool . - . (15) [ ——=dx = arsh x = T /a2 oF
(9).(9" | cosadr = sinx + ¢ | coshwdr = sinhx + ¢ ) Vi + l{h wsho e =lnfo +vVam + 1+
‘ ' PR 1 —
(16) [ — = dr =archor +cp =Iln w4+ o2 =1 +eo.
Ty —1

Tabli¢ni integrali koji se mogu koristiti na pismenom ispitu

Na ispitu iz matematike 2 moguce je koristiti samo sljedecu tablicu integrala. Ona se tokom ispita moze

dobiti od nastavnika.

Cak i tamo gdje nije izri¢ito navedeno treba pribrojiti jo§ sve funkcije koje se od navedene razlikuju za

aditivnu konstantu.

d d 1
de =2z / z =tanx + C /L:farctanf—i—C
cos? x a?+z22 a a
ke dz dx 1 a+zx
" dx n+1’n7é /sin2x cotx + /az—x2 2ana—x+
d d 1 _
—mzln|x|—|—C /sinha:da::coshx—FC /73::7113: il )
T 22 —a?2 2a |z4a
z d
azdleiaJrC /Coshxda::sinthrC /ﬁzln‘er\/inaZ’JrC
d
sinzdr = —cosz + C /tanhxdac:ln|coshx\ /\/ﬁ:arcsing—l—C

cosrdx =sinx + C

/Cothxdx = In |sinh x|

dx
/ V2ax — x2

= arccos (1 - E) +C
a

/
/
/
/
/
/
/
/

d 1
tanx de = —In |cos z| / }fg =tanha + C /\/xzﬁ:anm: 3 [x\/xQ:}:QQ:I:aQIH (a:—|— x2:|:a2>}
cosh” x
d 1
cot x dz = In [sin x| / - };2 = —cothz +C /\/aQ—xde:E [x a? — 2 + a* arcsin (%)} +C
sinh® o




Jednostavni zadaci neodredenih integrala. Rac¢unanje direktno iz tablice.

Odrediti neku primitivnu funkeiju od f(z) = z. Odrediti integral [z dz.

Odrediti neku primitivnu funkciju od f(z) = 2. Odrediti integral [ 22 d.

Odrediti integral [ 23 dz =

Odrediti integral [ 423 dz =

Odrediti integral [ %3 dz =
Odrediti integral [ 22°dz =
Odrediti integral [1dz = [dz =
Odrediti integral [5dz = [dz =
Odrediti integral [ 22° +5dz =
Odrediti integral [ (§)2 —5dz =
Odrediti integral [sinz —ndx =
Odrediti integral [ % dz =
Odrediti integral [ & dt =
Odrediti integral | COS2 dy =
Odrediti integral [ cos(2z)dz =

Odrediti integral [ (27 + grrlyz; +3) du =

Odrediti integral f H% + W dv = Nije nuir}o upisivati
zagrade jer
raspoznajemo da sve
§to se nalazi izmedu
znaka [ i znaka dv

treba integrirati.
Odrediti integral [ du = reba integrirati

N



Odredeni integral i povrsina ispod krivulje

Derivacija kao nagibk tangente Cdredeni integral kaoc povrsina
na graf funkcije izpod grafa funkcije
4r 4.
3.5 3.5
al 2|
f(x) f(x) - X 3'1{+E
2.5 A= z.5 A= - -
2 4 4
1.5 1.5} ks T 171
ﬂf |
: AN : f a
| : X)X
N
0.5 0.5
-1 0 1 z -1 0 1 z

Odredeni integral biti ¢e preciznije definiran na predavanjima. Za sada je dovoljno reéi da je odredeni
integral neprekidne funkcije f(z) na intervalu [a, b] broj koji se oznacava oznakom

b
/ f(z)da

i koji odgovara povrsini izmedu grafa funkcije f(z) i osi  na intervalu [a, b] (vidi sliku iznad). Predznak
odredenog integrala uzima u obzir da li je graf funkcije f iznad osi x (+) ili ispod osi = (-). Vidi skicu grafa
funkcije sinz. Odredeni integral je u bliskoj vezi s neodredenim integralom preko Newton-Leibnitzove
formule (vidi Teorem 4.3.5) koja kazuje da ako je F(z) primitivna funkcija od f(z) tada vrijedi

Predznak odredencg integrala
graf funkcije s=sin(x)

LA alll
o

b
[ t@ds=Fe) - Fl@) = | F)
a a
10
Primjer. Dana je funkcija y(z) = 12 —12- (1%)10. Izra¢unati neodredeni integral / y(z) dz 1 usporediti

=10
sa ranije napravljenim aproksimacijama u primjerima u kojima se aproksimira povrsina glavnog rebra.

Koja je formula bila najpreciznija?



Primjer. Izrac¢unati povrsinu ispod grafa funkcije f(z) = % 2 + 2 na intervalu [—1, 2].

Diskretizirati prethodnu funkciju u nekoliko tocaka i ocjeniti greSku ra¢unanja povrSine primjenom

n—1
Az
trapezne formule P = - <yo +yn +2 kz_:l yk) .



Primjer. Izracunati povrsinu odredenu grafom funkcije f(x) = sinz na intervalu [, 27| (pazi na predznak, Zapamtiti! Povrsina je

vidi sliku). uvijek pozitivan broj.

. Ako nekim ra¢unom

I—‘redznak: u::dredn.ar.lc:g J..ntegrala ispadne negativan tada
graf funkeije sin(x) to upucuje na gresku u

1 rac¢unu i nije dovoljno
0.3 A,]"HHH samo na kraju
1 t . L zamijeniti predznak,
o] 2 8 veé treba istraziti
- greSku u racunu.

Diskretizirati funkciju u nekoliko tocaka i ocijeniti gresku ra¢unanja gornjeg odredenog integrala prim-
n/2—1 n/2

JAN
jenom Simpsonove formule P = il Yo+ Yn + 2 E Yor, + 4 E Yok—1
3 k=1 k=1

w3
ol 3

Zadatak. Nadi povrsinu ispod krivulje f(z) = sinz izmedu x =



Nepravi integral

Ponekad ima smisla traziti povrSinu neomedenih skupova. O tome govori nepravi integral.

Nepravi integral je odredeni integral takav da:

1. je podintegralna funkcija neogranic¢ena na intervalu integracije ili

2. je interval integracije neogranicen.
Primjer: podintegralna funkcija neograni¢ena na intervalu integracije
2
Ritesiti / 1 d
ijesiti: | —=dz=
] Jz
0

Neogranidena funkcija i povesina iszped grafa

g

Primjer iz fizike (gravitacija Fg = G™L3*2). Treba izracunati rad potreban za dovodenje tijela iz ref-
erentne tocke do tocke koja je na udaljenosti R od drugog tijela. Referentna tocka je ona u kojoj je
potencijalna energija £, = 0, a to je r = oo.

R R
W=FE,= /FG dr = /Gmlgn2 dr =(G, m1, mz su konstante)=
T
O(}l% o0
1
= Gmlmg/jdr =
r
o0

Povrsina ispod grafa ma mecgranicencm intezvalu

i0

1 oo . .. . .
Zadatak. Neka je f(z) = —. Odrediti 1+ f(x)dz. Skicirati graf funkcije f i povrsinu odredenu
x

integralom.

Primijeti da je
podrucéje na slici
neograni¢eno odozgo.
Nepravi integral ovog
tipa rijeSavamo kao
obican integral.

Nepravi integral ovog

tipa rijeSava se

prelaskom na limes,

gdje umjesto F'(co)

koristimo lim F'(z).
T—r0o0



Parcijalna integracija

Parcijalna integracija je primjena formule za derivaciju umnogka
f'(@)-g(@) + f(z) - ¢'(2) = (f(x) - g(x))’
na integralni racun
[ @ @y [ 1a)-d@ae = [(#@)- @) do= 1) glo) +c

tako da se relativno komplicirani integral s lijeve strane pojednostavi na nacin

/ f@) g@)de = f@) gla)— / f(@) - ¢(2) de,
b

b
/f’(ﬂC)'g(x) dz = [f(z) -9($)]Z—/f(33) ¢/ (z) da.

a

Zamjenom varijabli u = f(z) i v = g(x) mozemo pisati i ovako:

dv du
/uadx = uv—/vadx,

/udv = uv—/vdu

Primjer. Koriste¢i zamjenu v = x i dv = sinx dx izra¢unati

gsinzdr =4 © 0 du=u'=1ds =uwv— [ vdu=
| dv=sinzdz; v=[dv=[sinzdz=—cosx [ -

Presudan je odabir: u se treba pojednostaviti derivacijom i/ili dv pojednostaviti integracijom.

1
Primjer. /xex de =
0

/x(x+1)5 dz =

1
22 4z =

2

(z+2)(z+1)° de =

o _

f In(sin ) dz

cos2 x

= arctanz; du = = -9,
farctanxdx:farctan(x)-1dx:{u arctanz; du=1u }_

dv=1dz; v=[dv=[ldz =2

Zadaci za samostalan rad:

2
L. [zcoszdr 2. [2z(x+1)3dz 3. [2°lhzdx 4. /Qxe‘” dz 5. [(z—1)sin(z —1)dz
1

6. [3ze*tldx 7. Rijesiti parcijalnom integracijom koristenjem v = Inz i dv = 1da: /lno:d:z:

Vazno!









Cesto je parcijalnu integraciju potrebno upotrijebiti nekoliko puta u nizu:

Primjer. /a:?’e‘"” dx =

s
/ 222 cos z dz
0
. 5 -
/bln X Cos” X » TeZi zadatak«
Opcija je da iskoristi§

sin2z =1 — cos? z.

1 i
Samostalno rijesiti: 1. [ z3sinz du, 2. [2%e " dux, 3. /x2 (z+1)* du, 4. /sim5 zcos® zdx
0 0






Ponekad se uzastopnom parcijalnom integracijom naizgled »zavrtimo u krug«.
w/2

Primjer. /e”” cos T
0

/Sin (z) e = Samostalno.

/sin2 rdx =

/ 6082 zdr = Samostalno.



Integriranje zamjenom varijabli - supstitucijom

Supstitucija se sastoji u tome da se nekom dopustivom zamjenom integracijske varijable ili podintegralnog
izraza polazni integral svede na neke od onih tabli¢nih. (Vidi teorem 4.2.5 iz knjige)

Primijenimo pravilo za deriviranje kompozicije funkcije:
F'(g(x)) - g'(x) = (Fog) (x).

Integrirajmo:
[ Floa)-g@ = [ (Fog) @)= (Fog) @)+

Zakljufimo: ako je f neprekidna funkcija i F' njena primitivna funkcija (¢itaj: F'(z) = f(x)), auz to g
neprekidno derivabilna funkcija (¢itaj: ¢'(x) neprekidna). Tada je

[ o) g@ds = Flg)+e
Drugim rije¢ima, napravili smo zamjenu varijabli ¢ = g(x):

[ 1an-g@ar={ 4, (09D b= [ 0@ =0 o= P+

Primjer. Iskoristiti supstituciju varijabli 2z + 1 = u za rjeSenje integrala / (2z + 1)2 dz.

1
Rijesiti: / (2z 4+ 1)2 dx Pazi na granice

integracije! Mozemo
prvo rijesiti
neodredeni integral i
na kraju uvrstiti
granice integracije.

0

Iskoristiti supstituciju varijabli 22 = u za rjeSenje integrala [ 2z cos (z?) da

2x cos (;v2) dx Pazi na granice

integracije!

Le—



Za samostalan rad:

0
e Supstitucijom 1 — 3z = z rijesiti /3\/1 —3xdx
-2

e Pogodnom supstitucijom rijesiti [ (5 — 6:10)73 dx



Zadaci:

[ cos (5t) dt= /(4y ! 9)_% N

/x2 (x?’ — 8)11 dz

2x
/mdx

2z d Pazi na d !
$2—4 i azl na domenu!
0
2
/x cos(3z% +4)dx =
1
in(Iln 3
/sm(n x)dx
T
2 + 1
—d
/x2+2x+2 o
3
/2x2+x+2d
———dz
2 -1

[ V)

/tanz dx



Zadaci za samostalan rad:

d
1. Supstitucijom 1 — 22 = ¢ rijesiti [4z (1—22)de 2. Rijesiti / %
w/2 ) 1
3
3. / c?sx dx 4. /xzidx 5. /JC2 sin(2z® — 3) dx
sinx s —1
/3 0






Trazenje povrsine izmedu krivulja integriranjem i druge primjene

Povrsina izmedu dvije krivulje odreduje se kao integral razlike funkcija odredenih gornjom i donjom
krivuljom na intervalu odredenom sjeci§tima.

Jednostavniji primjeri

Odrediti povrsinu dijela ravnine omedenog parabolom y = 22 iy = = + 1.

(x from -1.5to 1.5)

I Lot e
-15_~=10 —-0.5 3 0.5 1.0 1.5
- I - x4+l

-

1. Sjecista ...

2. Slika, ...V




Odrediti povr§inu izmedu krivulja y = 2t — 2 i y = t. Sjecista parabole sa x
osi odredena su sa
_— 2t—12 = —(t—0)(t—2)
L. SJeClSta Tjeme parabole nalazi
se na pola izmedu
sjeci§ta sa x osi.

2. Slikal

[ ]
3. Povrsina = / — dz =
[ ]

Odrediti povr§inu izmedu krivulja y =2 +2iy =4+ 2 — 22

1. Sjecista. ..

2. Slika. ..

Tjeme parabole:
y =
(4 +xz— x2)/
1—2x
x = 1)

3. Povrsina—...

LGraf polinoma nultog reda (konstanta) je horizontalni pravac.

Graf polinoma prvog reda (afina funkcija) f(z) = az+b je pravac kojem je b odsjetak na y-osi, dok je a koeficijent smjera
(odreduje nagib: pomak za 1 u smjeru z-osi donosi pomak za a u smjeru y-osi). Takoder, svaki pravac je potpuno odreden
sa dvije tocke.

Graf polinoma drugog reda je parabola. Parabolu moZemo pokuSati skiciramo tako da odredimo dvije nultocke (ako
postoje) i vrijednost u sredini medu nulto¢kama (tjeme parabole). Tjeme parabole je lokalni ekstrem pa se moze dobiti i
kao nultocka prve derivacije. Predznak uz kvadratni ¢lan odreduje da li je parabola okrenuta prema gore (+) ili prema dolje
().

Slika krivulja mora odgovarati ranije pronadenim sjecistimal
Kod crtanja grafa moze vam pomodéi znanje iz dodatka D2 matematike 1 koji se nalazi na mreznom mjestu http:
//personal.unizd.hr/“makosor/matl/dodatak2.pdf.






Odrediti povr§inu izmedu krivulja® y = 222 + 11y = 2% + 2z + 4.

2Dvije parabole. Kod crteza primijetiti y = 2 + 22 +4 = z(x +2) +4 ili crtati skicu pomoéu tjemena parabola i sjecista.



Zadaci za samostalnu vjezbu:

1. Izradunati povrsinu izmedu krivulja zadanih jednadzbamay = 2z —1iy = 1+ 3z — 22.



2. Izra¢unati povrdinu lika omedenog parabolom y = 222 + 9 i pravcem y = 9.



3. Izracunati povrginu lika omedenog parabolom y = x? — 4x — 5 i pravcem y = x + 1.



4. Izracunati povrinu lika omedenog krivuljama y = z i y = 23 u dijelu ravnine gdje je 2 > 0.



2

5. Izracunati povrsinu lika izmedu parabole y = 2 — x — 3 i pravca y = x.



6. Izracunati povrinu lika omedenog pravcem y = x + 1 i parabolom y = 22 — x — 2.



7. Izracunati povrsinu lika omedenog parabolom y = 2 — 22 — 22 i pravcem y = 3z — 3.



Rac¢unanje povrsine integriranjem po dijelovima
Pronaé¢i povr§inu trokuta zadanog tockama A(—1,1), B(1,—2), C(3,2). Koji pravci® omeduju dani 1. slika trokuta

trokut? 2. koje krivulje
E odreduju
trokut?

3. granice
integracije

4. postaviti
integral

(5]

Pronaci povrsinu trokuta zadanog tockama A(—1,—2), B(1,—2), C(3,2). 1. slika trokuta

2. koje krivulje
odreduju
trokut?

3. granice
integracije

4. postaviti
integral

3Pravac kroz dvije totke (z1,y1) i (z2,y2) odgovara jednadzbi (y — y1) (z2 — 1) = (y2 — y1) (z — =1).



Zadaci za samostalnu vjezbu:

1. Integriranjem odrediti povrsinu trokuta koji je zadan tockama A(2,2), B(0,—4), C(4,0). Rjesenje P =8



2. Pronadi povrsinu trokuta koji je zadan tockama A(3,3), B(0,1), C(3,—1). Rjefenje P = 6



3. Izratunati povrsinu trokuta zadanog totkama A(0,0), B(-2,2), C(—1,—1). Rjeenje P = 2



Rac¢unanje povrSine uz zamjenu osi = <> y
Izra¢unati povr§inu lika omedenog pravcem 2z 4+ y + 1 = 0 i parabolom y? = 1 + z.

1. Sjecista

2. Slika, Kvadratni &lan je y? i
stoga promatrajmo
krivulje kao funkcije
z = f(y). Mijenjamo
0si T <> y.

Erizvulje u X-Y¥ rawvnini Iste krivulje u ¥-X rawnini
1.5
X

1.5

Y

3. Ako ratunamo prema (prvoj) slici u  — y ravnini ra¢unamo:

P =

Py, =

P=P + P =

Ako ra¢unamo u y — x ravnini (druga slika): Sam procijeni koji ti je

postupak jednostavniji.

P:



Izracunati povrsinu lika omedenog parabolama y? = 2z +51i y? = —2zx + 3. Kada se javljaju
parabole sa &lanom 32
moZda je najbolje
odmah napraviti
zamjenu x < y.

Izra¢unati povréinu lika omedenog parabolom y? = 2z + 5 i praveem y = —+/3z.






Zadatak za samostalnu vjezbu:

Izracunati povrginu podrudja omedenog krivuljama y? —2y —24+x=0iz+y+1=0. (Rj. P= 72@)



Integriranje racionalnih funkcija

Podsjetnik: racionalne funkcije u brojniku i nazivniku sadrze polinome. Metode rjeSavanja integrala
racionalnih funkcija sazete su u ovoj cjelini.

Tri vazna tipa integrala

. dx . e e
Tip A: W rjesavamo supstitucijom t =z — ¢
T —c

Primjer. /dix3 =
(z —5)

. dz .
Tlp B: /m, nge Je b2 —4ac <0

Treba ax?+bx+c iz nazivnika prikazati u obliku (nesto)?+broj, a zatim napraviti supstituciju t = nesto:

Prim; / dx
rimjer. _=
) 2 -2z +4

Integral tipa B dodano se komplicira kada je n > 1. Sada éemo napraviti primjer kada je n = 2.

/ dz [ unazivniku zelimo dobiti : (nesto)® + broj | / dz
( 2?2 +4=(z-1)+3 - ((:17*1)2+3)2

22 — 2z +4)7
_{tml}_/ dt _1/ 34—
dt =dz t2+37% 3J) (12+3)°

1 [2+3—1¢2 1 t2 1 t2
:7/7“’ 2dt:—/7+32dt—7/72dt:(I):...
3 (t2+3) 3 (12+3) 3 (t2+3)

rijeSavam odvojeno rijeSavam odvojeno
/ 243 dt_/ a1 a )Y
2+32 ) 2+3 )3 t\? _
o ()
= —arctan | — | +C
3 V3
wo—[vdu

/ t2 df = u=t, du = dt 1 t +1/ dt
@+32 | We@hm = enrs i es [ 2 243 2) #2430

1 z—1 1 V3 z—1
= . = .2 % arct B
2 2 221113 2 3arcan<\/§)+c

1/(1 z—1 1 V3 x—1
=== - - 4+ - .Y e
() 3(2 225142 3arCtan<\/§>>+O

U prethodnom primjeru rjesili smo integral racionalne funkcije tipa B (kvadratni ¢lan u nazivniku nema
nultocaka) za potenciju n = 2. Primijeti da se integral [ LQ sveo na rjefavanje integrala [ Ll

(t2+3) (124 3)
Dakle s potencije n = 2 sveli smo se na potenciju n = 1. MoZemo zakljuéiti kako se svaki integral tipa
B moze rijesiti tako da se koracima pokazanim u prethodnom primjeru svedemo sa potencije nazivnika
n na sli¢an integral sa potencijom nazivnika n — 1, i tako redom sve dok se integral ne svede do potencije
nazivnika n = 1, u kojem slucaju se integral supstitucijom svodi na tabli¢ni.

_1 /3By _ V3

=3 y2+1—?ar0tany:

< asl =

Ovo je lagano!
Obi¢na supstitucija.

Uvjet b2 — dac < 0
znaci da se

az? + bz + ¢ ne moze
rastaviti na realne
faktore kao u tipu A.

Nazivnika nema
nultocke!

1. korak:
nazivnik=t2 + broj
2. korak: u brojniku

»izmislimo« nazivnik
3. korak: rastavimo i

odvojeno rijeimo

Integral [

dt
213"
tablicni.

Parcijalnom

integracijom opet smo

. dt
se sveli na [ 7243



. rdw .
Tlp C: /(a{EQ—f—b{L'-i—c)n, nge Je b2 — 4ac < 0.

RjeSavamo supstitucijom ¢t = ax? + bz +c, dt = (2az + b) dr. Nakon toga potrebno je u brojniku izmisliti Razlika u odnosu na

(2az + b) dz. tip B je = u brojniku.
T Primijeti da je sada
Primjer. —dz = supstitucija drugagija!
) 22 —2x+4

Dijelom se ovaj
integral ipak svodi na
tip B.

Dalje, pogledajmo kako rijesiti tip C kada je potencija u nazivniku n = 2:

rdzx _ akou =22 — 2z +4
(22 — 2z + 4)* tadadu = 2z — 2

1 2z 1 20 — 2 1
S ar== S TR [ S
2) (22 —22+4) 2 (22 — 27 + 4) (22 — 22 + 4)

du 1 —1 tip B: vidi prethodni primjer

, azelim dobiti duubro jniku}

w2 u 22 —-2r+4

1 1 +1 1 x—1 +1 \/??acta z—1 LC
- .- AT 2 N2 etan (S
2 22-2x+4 3\2 22—-22+4 2 3 V3

Vidimo da se tip C jednostavno svodi na tip B. To ¢ée vrijediti za svaki n € N.

2 1
Samostalno rijesiti: / LQ dx =
(22 +4x +5)



Integral racionalne funkcije

Ako je stupanj polinoma u brojniku vedéi ili jednak stupnju polinoma iz nazivnika tada je prvi korak u
rijeSavanju takvog integrala da se polinom iz brojnika podijeli sa polinomom iz nazivnika:

a3
Primjer: | ——— do =
rmer /x2+3x+5 v

3 (x2+3x+5)=x—3+%

»Rastavom na parcijalne razlomke«? svaki integral racionalne funkcije kojem je stupanj brojnika manji
od stupnja nazivnika moZe se svesti na neki od prije navedena tri tipa integrala: A, B ili C.

3
- e e x° + 2%
Primjer. Rijesi integral [ ——————dz
443z —4
4 . . . . Lo . - . . - P(x)
Ako je zadana racionalna funkcija oblika u kojem je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika f(z) = m tada
T

rastav na parcijalne razlomke prvo zahtjeva da se odrede svi faktori polinoma Q(z), a to mogu biti samo polinomi stupnja
jedan i polinomi stupnja dva bez realnih nulto€aka. Takoder treba uzeti u obzir kratnost svakog takvog faktora. Npr.
polinom Q(z) = x* + 22 moze se zapisati kao Q(z) = x> (z2 + 1). Iz toga se vidi da je faktor = kratnosti 2, a faktor z2 4 1
kratnosti 1.

Nakon toga se racionalna funkcija Zzeli zapisati kao zbroj razlomaka kojima se u nazivnicima pojavljuju po jedan od
pronadenih faktora Q(z). Pritom se faktori visekratne kratnosti pojavljuju vise puta, onoliko puta kolika je kratnost
faktora, ali svaki puta s razli¢itom potencijom. U brojniku parcijalnih razlomaka stavljamo neodredene koeficijente i
to tako da za nazivnike koji su se nastali od faktora stupnja 1 (bez obzira na kratnost) u brojnik postavljamo jedan
neodredeni koeficijent, a za nazivnike koji su nastali od faktora stupnja 2 (bez obzira na kratnost) u brojnik postavljamo
polinom stupnja 1 sa neodredenim koeficijentima (C12 + C2). U razmatranom primjeru rastav na parcijalne razlomke glasi

P(x) A B Cx+ D
f@) = =

— + — + ——— gdje jos treba odrediti nepoznate koeficijente A, B, C, D. Nepoznate koeficijente
Q(z) x  x? z2 +1
moZemo odrediti svodenjem na zajednicki nazivnik i usporedivanjem dobivenog brojnika sa polinomom P(x). Izrazi uz iste
potencije moraju biti jednaki. Time se dobije sustav linearnih jednadzbi ¢ija rijeSenja su trazeni nepoznati koeficijenti.
Drugi primjer:

1 A B Cx+ D Ex+ F
f@)=—m—F—5 = + 3t 2 2
(z+1)° (z2 +1) z+1  (z+1) x4 +1 (z2+1)
A=L ==t :;} 1 1 1—2z x
’ ' = + + -
{521 527 %3 2o T VA0 21+

Koraci rijeSavanja:

1. dijeljenjem

svedi najveéu
potenciju
brojnika ispod
potencije
nazivnika,

. takav integrand

rastavi na
parcijalne
razlomke,

. integriraj

parcijalne
razlomke.



(1:4 — 2x3) dzx
(42?2 + 3z —1) (z—1)

Primjer. Rijesi integral/

dx

Rijesi / 5 Pazi! Vigekratni
(x+1)" (2242 +1)2 korijen u nazivniku.




Za samostalan rad - izra¢unaj integral i provjeri rezultat deriviranjem:

z? 3y+5 u? -3 u? -3 dx

d 2.
“ fyz—y u 3 + 16z
6. [ 4z dx 45 + 224 + 1 dx / (m7+ 1) da
g 24 -1 T

7. d 8. | —————
/ 4 — 8 “ fx3+4x2+4x’ z2(x? + 2z + 2)?


















Integriranje kompozicije racionalne s trigonometrijskom funkcijom

Neka je R(x,y) neka racionalna funkcija varijabli z i y. Tada sa R(sinz, cos ) oznafavamo kompoziciju

racionalne s trigonometrijskim funkcijama. Na primjer, ako je R(x,y) = +y , tada je R(sinx, cosx) =
Y

2
. ym -1
SIn X + COS T sinx . . .
tada moZemo uzimati

Dalje, ako je na primjer R(sinz, cosz) = tanz =

cos?2x —sinx cosw ' COS T

X
R(z,y) = —.
(z,y) "

Neke komporzicije racionalne i trigonometrijske funkcije lagano je integrirati: bilo tabli¢no ili tehnikama
izlozenim ranije. Na primjer, ranije smo izra¢unali f sin® zdz = 5 — % sin (2z), f dx/cos? x = tanx + C,
... Sada ¢emo dati proceduru za integriranje slozenijih kompozicija racionalne i trigonometrijske funkcije.

Ovu vrstu integrala rijeSavamo jednom od predlozenih supstitucija:

| Supstitucija | x | sing | cosz [ tanz | cotw | Kada koristimo?
¢ — tan & o arctan | 2t 1—1¢2 2t 1—+¢2 U naiopéenititem slutai
=tanZ | x = 2arctan najopéenitijem slu¢aju.
2 ENE 12 | 1-£2 | 2 Jopeeniy i
12 1 1 ijedi :
t=tanz r =arctant | £/ —— | £/ —— t - Al'<0 vrijedi .
1+ 2 1+ ¢2 t R(—cosz,—sinx) = R(cosz,sinz).
t=sinz x = arcsint t 11— U slucaju /R(sin x) cos x dz.
t =cosx x = arccost 1—t2 t U slucaju /R(cos x)sinzx dx.
Primjer.
Y 2t 1—2
/ sinx + cosx d ¢t =tang, szarggaznt / 1+t2+1+t2 2dt
xr = = . =
cos? z — sinx cos dz = e 1—¢2\? of 142 1+1t2
<1+t2) L2 1422

COS T

———dx =
/ (1+ cosz)®



Ponekad se integrali koji ukljuc¢uju trigonometrijske funkcije znacajno pojednostavne kada se iskoristi
pogodan trigonometrijski identitet. Medu najkorisnijim identitetima su:

sin®z = 1 (1 — cos 2z) cos?z = % (1 + cos 2z)
1
sin2 4 cos?z = 1 5 =1+tan?z
cos? x

Primjer. Rijesiti integral / sin® z dz

Rijesiti integral / cos? x dx

Samostalno za vjezbu:

1 / sinz dz
") cosx+5’

d
2. /cos5xd9:, 3. /sin2x cos? z dz, 4./ - v ,
sinz (2cos?x — 1)

. [

dx

2sinx —cosx + 5






Integrali koji ukljucuju korijen

my mo my
my my mE ar +b\ "t axr + b\ "2 axr +b\ "

Integrali funkcija tipa R(z ™, xz2, ..., , ™ )i R(x, , Sy
grali funkeija tipa R o7 iae (S ()T (2) )

Rijesavamo tako da odredimo n, a to je zajednicki visekratnik od nq, no, do ng. Zatim izvr§imo supsti-
tuciju x = t".

Primjer. / VT dr =
4+ Yz

d
Primjer. / a

Ve 14 {(z+1)>



dx

dz dz / dz / 2—x 232—m
14+ r(1+ )’ VT + Yx’ 2+ 2+

Zadaci za samostalan rad: /






polinom(x)
Vaz? +br + ¢

Obratite paznju na 3 tabli¢na integrala koja nam koriste kod rijeSavanja integrala ovog tipa:

Integrali funkcija tipa

i R(x, Var? —i—bx—i—c)

dx .
° / ———— =arcsinz + C = —arccosx + C
V1—x2
dz _
° /27 = cosh 13@ +C = ln‘x—k \/ 2 — 1’ +C Funkcija cosh™! je
Vot —1 area cosinus hiperbolni

koja se negdje
=sinh ™ 'z+C=1In ’1‘ + /22 + 1‘ +C oznadaava sa arch.

Funkcija sinh ™! je

area sinus hiperbolni

. / dx
VaZ +1

koja se negdje
Svaki integral oblika / moze se svesti na jedan od gornja tri tako da prvo transformiramo oznagaava sa arsh.
vV ach + bx +c
izraz az? 4 bx + ¢ = + (clansaz)® + broj, a zatim izluc¢imo broj tako da élan bez z bude 1.
Primjer.
42?46z +3 = (22)°+2-2z-72+3
——
=6z
3 (3\°
= (22)°+2 -2 5T <2) +7
6
=6z ~
(2z)* +2-2 3 32+ 52
= x x- - - - =
2 2 4
22 + 3)’ + 5
= €T —_ —
2 4
2
3 2z + % 1
T4 V3 M
2
Zadatak. / __dr =
Vidz? + 6z + 3



Transformiraj izraz tako da bude pogodan za integriranje pod korijenom, kao u prethodnom primjeru:

4p? 442 -3 = (22)°+2-2z-2 -3
N——
=4x
= (22)°
(22)" + ’ +
DA

= 4

2
2
< x+ 1) B 1]
2
Zadatak.

/ dx _
Vaz? +4x — 3



polinom(z)

Integral funkcije tipa , gdje je polinom(z) stupnja n rijeSsavamo tako da postavimo jed-

Vaxr?+br+c
nadzbu
li

wdm:(Ao—&—Alx—i—...—i—An,lx )\/ax2+bac+c+B/

vaz? +br +c \/ax2+b:c+c
a zatim nepoznanice Ag, A1, ..., A,_1 1 B odredimo iz derivacije gornje jednadzbe.

22 dx
Primjer. — =7
! V9 — 4z2
Polinom u brojniku je stupnja n = 2. Postavimo jednadzbu:
X X
(Ao + A1) V9 — 41‘2—|—B/
/ Vo—dzz 0T Vo — 4x2
Derivacija prethodne jednadzbe:
x2 1 —4 -2z B

\/ﬁ = Al 9— 41’2 + (AO + Alx)

Al (9 - 41}2) —4x (AO + All‘)
V9 — 4a?

Nepoznanice ¢emo odrediti tako da usporedimo ¢lanove s istom potencijom od x:
1‘2 1= —4141 — 4A1

xr 0:—4A0
1 : 0=94,+8

Dakle,
2?2 dx 1 5 9 dx
——=——x\9 42’4+ - | ——
\/9_41‘2 8 8 \/9—4172

i preostaje odrediti jo§ samo /

V9 — 4(E2

Prvo napravimo prikladnu transformaciju izraza
27\ ?
9—4a?=9|1— (=

/ dx _
V9 — 422

= / 2? da 1x 9 —4x2 + 9acs‘n 2 +C
_— = —— — 422 + — arcsin [ —
Jo—i2 8 16 3



x?dzx 3 dx 2?2 dx

R Y SR T
V9 + 4x2 Vax? —9 V1—2— 22

Samostalno rijesiti: 1.






Binomni integral

Integral oblika

/xm (a+bx™)Pdz, m,n,peQ, a,beR

rijeSavamo prema sljede¢im slucajevima:

[ 2™ (a+bz")" | Test \ Supstitucija \
1. slucaj p €7 x = t*, gdje je k zajednicki nazivnik od m i n
2. slucaj "ﬁ—jl ez a+ bx™ = t* gdje je k nazivnik od p
3. slucaj mT'H +peZ az=" + b= t*, gdje je k nazivnik od p

Rije

3

4

ot

Siti sljedece integrale:

dz
x4/1 4 22

/(9—;??/36@
./xsmdx
./x—” (142477 do









Nekoliko dodatnih primjera primjene integrala

Primjer iz fizike (jednoliko ubrzano gibanje).

Poznata je jednazba koja vezuje brzinu v i akceleraciju a kod jednoliko ubrzanog gibanja: v(t) = at, gdje
je t vrijeme proteklo od trenutka ubrzanja s pocetne brzine v(0) = 0. Takoder, poznato je da se put s koji
je prijeden pravocrtnim gibanjem moze izraziti u ovisnosti od brzine v(t) kao integral: s(t) = fot v(r)dr.
Potrebno je izraziti put s kao funkciju vremena pri jednoliko ubrzanom gibanju.

t t

s(t) :/v(r)dT:/aTdT:

to to

Primjer iz fizike (opruga).

Potrebno je izracunati rad za natezanje opruge iz neopterec¢enog polozaja s = 0 do polozaja s = z. Poz-
nato je da opruga istegnuta za udaljenost = od neoptereéenog polozaja djeluje silom u smjeru suprotnom
istegnucu sa iznosom F = kz, gdje je k konstanta elasti¢nosti opruge. Takoder je poznato da se rad
obavljen na putu s pod djelovanjem sile F' ra¢una kao W = [ F'ds. Potrebno je izraziti W kao funkciju
udaljenosti od polozaja ravnoteze x.

W:/Fds:/ksds:
0 0



Duljina luka krivulje

Vidi knjiga Napomenu 4.3.6.b) na str. 227.



Volumen rotacionog tijela

Vidi knjiga Napomenu 4.3.6.c) na str. 229 i Primjer 4.3.14 na str. 230.



Oplo§je rotacionog tijela (plo$tina rotacione plohe)

Napomenu 4.3.6.d) na str. 230 i Primjer 4.3.15 na str. 231.



Poglavlje 2

Skalarna funkcija

Skalarna funkcija je funkcija nekoliko (m) realnih varijabli ¢ije su vrijednosti realni brojevi. MoZemo je
ovako oznagiti
fQCR™ =R

U gornjem primjeru sa 2 je oznafena domena funkcije (podrué¢je na kojem je funkcija zadana nekim
pravilom). Evo nekoliko primjera.

Primjer: dubina mora

Neka je A zemljopisna duZina i ¢ zemljopisna §i-

rina. Vrijedi da je uredeni par (\,¢) € R? jedna

e ——— tocka u ravnini. Sa M oznacimo sve tocke (A, ¢)

(Luka Zadar) koje pokriva more. Tada je M C R2. Slozimo

\ se da je na svakoj tocki povrSine mora odredena

dubina i da je to realni broj. Definirajmo sada
funkciju dubine mora kao funkciju

~ d: M—R
-Harhnr Master

riest fencne s pravilom da je d()\, ¢) = dubina mora na koordi-
natama (A, ¢). Prema nasim oznakama M je dom-
ena funkcije d. Skup svih vrijednosti koje funkcija
moze poprimiti naziva se kodomena funkcije. U
nasem slucaju kodomenu funckije d oznaciti éemo
sa d[M]. Na slici 1 kodomena je skup vrijednosti
dubine umetrima izmedu 0 i nesto vise od 20.

P;rt Authority
ZADAR

Kako vidimo na slici 1 skalarna funkcija u ravnini
Slika 2.0.1: Luka Zadar. Svaka totka na karti moze se moZze se lijepo vizualizirati pomocu linija koje se
oznaciti sa dvije varijable: geografska §irina i visina. nazivaju razinske krivulje. Za svaku vrijednost iz

Plavom bojom oznacena je morska povrina na kojoj kodomene 2o € d[M] mozemo odrediti jednu razin-
je definirana dubina mora. sku krivulju — to su sve tocke koje zadovoljavaju

jednadzbu
d(/\a 90) = 20-

Na slici 1 dane su razinske krivulje (izobate) za dubinu mora 5, 10 i 20 metara i one nam dovoljno dobro
docaravaju vrijednosti dubine mora na podrucju koje pokriva karta. Kada su dvije razinske krivulje
na karti relativno blizu jedna drugoj mozemo zakljuciti da se u tom podruéju brzo mijenjaju vrijednosti
funkcije. U ovom primjeru s dubinom mora govorimo o naglom porastu dubine. Matematickim rije¢nikom
govorimo o velikom gradijentu funkcije dubine.



L= = = -

-
em b
—1 =D ==
L E—1 —

= e =BCE T Enirn= [xww]]

Slika 2.0.3: Batimetrija Jadranskog mora. (3D prikaz)

Na slici 2 dubinu mora moZemo vizualizirati jo§
bolje jer se autor osim ravninskih krivulja posluzio  46°
i bojom. Krajnjim crvenim dijelom spektra oz- «~
nacio je najmanje vrijednosti dubine, a krajn-
jim plavim (ljubifastim) bojama najdublja po-
drucja. U usporedbi s izobatama nijansiranje boja
omogucuje suptilniju vizualizaciju dubine mora.
Uz ovu sliku u ¢lanku I. Janekovié, Modeliranje
morskih mijena Jadrana, Ruder, vol. 3, broj 4, tra-
vanj 2002. piSe:

45°

43°

»Podrudje jadranskog bazena mozemo
u grubo podijeliti u tri geomorfoloske 40
cjeline. Sjeverni dio Jadrana je naj-

pli¢i, sa srednjom dubinom od oko 40

m koja se blago povecava u smjeru ju- 41°
goistoka do izobate od 100 m. Srednji

Jadran s prosje¢nom dubinom od 140

m proteze se do Palagruskog praga, a 40°
u sebi sadrzi Jabucku kotlinu s dubi-

T T T T T T L
12° 13° 14° 15° 16° 17° 18° 19° E 20°

nom od oko 200 m. Juzni dio Jadra- T 100 200 250 200>
na je najdublji, a proteze se od Pala-

gruskog praga do Otrantskih vrata koji

povezuje Jadransko more s Jonskim i Slika 2.0.2: Batimetrija Jadranskog mora. Primjer
Sredozemnim morem. Karakteristi¢an skalarne funkcije u ravnini i predo¢avanja bojom.

je po naglom porastu dubine od 150 m
na svom gornjem dijelu na 1200 m u
svom najdubljem sredinjem djelu.«

Bliski razmjestaj razinskih krivulja na podru¢ju juznog Jadrana upucuje na spomenuti nagli porast du-
bine. Slika vrijedi 1000 rijeci.

Jos jedna vrsta prikaza skalarne funkcije u ravnini je prikaz u 3 dimenzije. Donosimo sljede¢u sliku
gdje su na dvije osi nanesene varijable domene (zemljopisna duZina i $irina), a na tre¢oj osi nanesena

je vrijednost funkcije dubine mora. Takoder, dubina je oznacena i bojom. Domena funkcije dubine na
slikama 2 i 3 je podrucje Jadranskog mora J, odnosno:

J={(\ @) : (A ¢) odgovara zemljopisnim koordinatama pozicije na Jadranskom moru}
Funkcija d mjeri dubinu u metrima i zapisuje se kao
d:J—R,

a njena kodomena je skup realnih vrijednosti izmedu 0 i oko —1200, dakle d je ogranicena funkcija.
Minimum funkcije d (vrijednost oko —1200) je najdublja tocka Jadranskog mora, a maksimum funkcije
d (vrijednost 0) poprimaju sve to¢ke uz obalu mora.



Zadatak za samostalan rad: amplituda morskih mijena
Pogledajte sliku 4. Pazite: na istoj slici oslikano je djelovanje dviju funkcija. OpiSite

funkcije prikazane na slici 4, njihovu domenu, kodomenu, maksimume, minimume i podrucja
najveceg gradijenta.

GOT99.2 MNASA/GSFC

30'N

&0°E 120'E 120'W e0"W o°

g N B -

4] o 20 30 40 S50 &0 O 80 90 100 110 120 130 om

R Ray
Space Geodesy Branch

Slika 2.0.4: Amplituda glavne mjese¢eve poludnevne komponente morske mijene oznacena je bojom. Bi-
jelim linijama su oznacene krivulje sa istom fazom mijene u intervalima od 30° (oko 1 sat). Amfidromijske
tocke su tamno plava podrucja gdje se bijele linije spajaju.

Ako imate poteZkoéa s prethodnim zadatkom potraZite malu pomoé u fusnoti.!

INa slici broj 4 bojom je prikazana razlika izmedu plime i oseke, to¢nije amplituda glavne mjese¢eve poludnevne kom-
ponente (M2) morske mijene. Crne linije su razinske krivulje ove funkcije. Amfidromijske to¢ke su minimumi, a podrudja
najvece morske mijene maksimumi. Uz navedeno, bijele linije su razinske krivulje druge funkcije koja daje vrijednost faze
morske mijene. Morska mijena je u svojoj prirodi val, a svaki val je uz amplitudu karakteriziran jo§ i periodom. Period
glavne mjeseCeve poludnevne komponente morske mijene je neSto viSe od 12 sati. Vrijednosti faze su izmedu 0 i duljine
perioda. Sve tocke u istoj fazi titraju zajedno, ali svaka u svojoj vlastitoj amplitudi.



Dalje izmedu ostalog donosimo nekoliko €estih skalarnih funkcija u ravnini ¢iji prikaz u 3 dimenzije
odreduje popularne geometrijske oblike. Nakon §to obradimo odgovarajuce gradivo na svakom od sljedeéih
5 primjera provedite postupak trazenja lokalnih ekstrema.

Ravnina: 2z = Az + By + C

Ispitati funkciju f(z,y) = + 2y + 1.

Slika 2.0.5: f(z,y) =z +2y+1



ParabOIOid: zZ— 2y = <CC — xo)z + (y — y0)2
A B

Ispitati funkciju f(z,y) = (x —1)* +y2 — 9.

Slika 2.0.6: f(z,y) = (z — 1)2 129

Ispitati funkeiju f(z,y) = (z — 1)% — y2.

Slika 2.0.7: f(z,y) = (x — 1)2 — 92



2 2
Stozac: (z — z)° = (x A$O> i (y Byo)

Ispitati funkeiju f(z,y) = /(v +2)° + (y — 1)* = 3.

Slika 2.0.8: f(z,y) = \/(ac +2+(y-1)°-3

2 2 2
Elipsoid: (I Al‘o) +<y Byo) +<Z CZO) =

Zadana je funkcija f(z,y) = \/9 —(x+2)%+ (y—1)> + 1. Odrediti domenu, kodomenu i razinske
krivulje.

Slika 2.0.9: f(z,y) = \/9 —(z+2°+(@y-1)7+1



Primjer f(z,y) =In(x —y + 2)

Odprediti domenu, kodomenu i razinske krivulje.

g

Slika 2.0.10: f(z,y) = In(x —y +2)

Zadatak za samostalan rad f(z,y) = ln(z)
Y

Odprediti domenu, kodomenu i razinske krivulje.



Limes (grani¢na vrijednost) i neprekidnost
Tocke u visedimenzionalnom prostoru oznacavati ¢emo sa masnim slovima. Npr. x = (21, Z2,...,Zm) €
R™ y = (y1,Y2,---,Ym) € R™. Sa K(x, ) oznacavamo kuglu oko tocke x radijusa §.
DEFINICIJA LIMESA FUNKCIJE. Skalarna funkcija f : 2 C R”™ — R ima limes L u tocki x € R™

e ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 tako da za svakiy € Q takav day # xiy € K(x,9) vrijedi jos i

fy) = fx)] <e,

e ako za svaki niz {y; : k € N} C Q takav da y; — x vrijedi f(yx) — L.
PoOSLJEDICA: funkcija nema limes na mjestima gdje se dodiruju ili krizaju dvije razli¢ite razinske krivulje
(ili razinske plohe)!

DEFINICIJA NEPREKIDNOSTI. Funkcija f : © — R je neprekidna ako u svakoj tocki x € 2 postoji
limes funkcije i jednak je f(x).

Primjer f(z,y) = L
Y

Odrediti domenu, kodomenu, razinske krivulje i limes u ishodistu (ako postoji).

5
e

e
e

i

o

R
it

Slika 2.0.11: f(z,y) = £



Parcijalne derivacije prvog reda

Neka je zadana skalarna funkcija vise varijabli f : @ — R. Tada se parcijalna derivacija funkcije f po

varijabli z u toc¢ki (x,y, z,...) oznatava sa —— ili J, f i ratuna na nacin da se

ox

e sve ostale varijable y, z, ... osim varijable x smatra za konstante i

e izracuna derivacija funkcije jedne varijable x — f(z,y,z2,...)

0
Za druge varijable sli¢no. Na primjer a—f (druga oznaka 0, f ) se ratuna tako da se sve varijable osim y
smatraju za konstante i formalno racuna derivacija funkcije y — f(z,y, z,...).

Jos jedna vrsta oznake za parcijalnu derivaciju je oznaka Oy f koja oznacava parcijalnu derivaciju po
k-toj varijabli, dakle sve varijable osim k-te se drze konstantama i racuna se derivacija funkcije x, —

f(l'l,.’lﬁg,...,a?k,...,xm)

Ako postoje sve parcijalne derivacije prvog reda kazemo da je skalarna funkcija derivabilna.

Primjer. Izrac¢unaj parcijalne derivacije prvog reda za f(x,y) = z
Yy

Zadatak. Izratunaj parcijalne derivacije prvog reda za h(zx,y, z) = z - arctan (:c)
Y



Zadatak za samostalan rad. Izracunaj parcijalne derivacije prvog reda za f(x,y) = ln(g) ig(z,y) =

In(z —y +2).



Diferencijal i tangencijalna ravnina

TOTALNI DIFERENCIJAL (ili krace DIFERENCIJAL) skalarne funkcije f : © C R™ — R u tocki Ty(zo, yo, - - -)
je izraz (linearni funkcional, matrica ili vektor)
of(T) 0f(T)
df(Ty) = |—/——— —/— ... df(Ty) : R™ >R
ray = (RN ] arm)
koji aproksimira funkciju f u tocki T'(z,y,...) blizu tocke Tj na nacin da je
f(T) = f(To) = df(To) (T —To)
[y ——
Tr — X
_[or@) ofr) 71 YT
| Oz oy '
Stovise mora vrijediti uvjet (detalje vidi u knjizi na str. 246):
_ f(T) — f(To) — df(To) (T —To)
1 =0. 2.0.1
75, 1T = To| 0 (201)

Primjer. Izra¢unati diferencijal funkcije f(z,y) = 523y? — 9 u tocki T'(3, 1), izraziti ga u obliku matrice i

pomocu njega aproksimirati funkciju f u blizini tocke T'.

Diferencijal se moze zapisivati i u obliku diferencijalne forme:

of(T) 9f(T)
o dx + 3y dy + ...

df(Tp) =

Primjer. Izracunati diferencijal funkcije f(x,y) = 2

cos xy i prikazati ga u obliku diferencijalne forme.



Paziti: moze se dogoditi da u tocki postoje sve parcijalne derivacije, ali ne postoji diferencijal. Tada ne
vrijedi gornja formula ozna¢ena sa (2.0.1), odnosno parcijalne derivacije nisu neprekidne. Vidi primjer
5.2.4 u knjizi na strani 247. Treba znati da vrijedi:

1. f je diferencijabilna u to¢ki 7' = f je neprekidna u tocki T,
2. f je diferencijabilna u tocki 7' = sve parcijalne derivacije od f postoje u tocki T,

3. sve parcijalne derivacije od f su neprekidne u tocki T'=> f je diferencijabilna u tocki 7.

Primjer. Nacrtati razinske krivulje, odrediti domenu i kodomenu, ispitati neprekidnost, derivabilnost i
diferencijal funkcije f(x,y) = ¢/zy.

£lxry

Slika 2.0.12: f(x,y) = /=y

Slika 2.0.13: f(z,y) = ¢/ay i derivacija L = L ¢/ %

Ovo je primjer funkcije
koja u ishodistu nije
derivabilna, pa dakle
niti diferencijabilna.



1Y

, (z,y) #(0,0)

Zadatak. Odrediti domenu, ispitati neprekidnost, derivabilnost i diferencijal funkcije f(z,y) = ¢ V 22 4+ 42 Ovo je primjer

0,

Tangencijalna ravnina na graf funkcije u nekoj tocki postoji kada postoji i diferencijal u toj toc¢ki. Jed-

nadzba tangencijalne ravnine u tocki (Tp, f(Tp)) = (xo, Yo, - - -, to) usko je vezana uz diferencijal i glasi:
t— to = df(Ty) (T —Tp)
——
=f(To)
T — X0
_[o£(1) of(T) v
Ox oy :

Primjer. Pronadi tangentu na graf funkcije f(r) = 22 + 3z + 1 u tocki grafa koja odgovara koordinati
r=-—1.

Primjer. Pronaé¢i ravninu koja dira graf funkcije f(z,y) = y/= — y? — x + 6y povucenu u tocki (4,1, 2g)
tog grafa.

funksijg a0 9)uda
neprekidna, svuda
derivabilna, ali nije

diferencijabilna u
ishodistu.



Zadatak. Izracunati tangencijalnu ravninu plohe z = 2%y u tocki (2,1, 4).



Za samostalan rad:

1. Pronaéi tangentu na graf funkcije f(r) = 1 — 22 — 2z u tocki s koordinatom z = 1

2. Izracunati tangencijalnu ravninu na graf funkcije f(z,y) = 52%y* — 9 u tocki T'(3,1, 2).



Parcijalne derivacije drugog reda

Parcijalne derivacije drugog reda definiramo na osnovi parcijalnih derivacija prvog reda, tako da uzastopce
parcijalno deriviramo po navedenim varijablama. Na primjer:

of 0 (of
oxdy Ox \dy )’

0? 0?
Koristimo skraceni zapis: a—zJ; =5 fo
Koristimo skraceni zapis: Oy, f 1
zapis: = .
P i 0zxdy

82
Vrijedi (Schwartz, vidi Teorem 5.2.4 knjiga str. 253): ako je 3 8f neprekidna u okolini neke tocke onda
oy

je u toj tocki
O*f  0*f
0xdy  Oyox

Primjer. Izracunati sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije f(z,y) = %y + 2%y i uvjeriti se u
ispravnost Schwartzovog teorema.



Lokalni ekstremi skalarne funkcije

Definicije

e LOKALNI MAKSIMUM funkcije f je tocka Ty takva da za svaku tocku 7T iz okoline tocke Ty vrijedi
f(T) < f(To).

e GLOBALNI MAKSIMUM funkcije f je tocka Ty takva da za svaku to¢ku T iz domene funkcije vrijedi
f(T) < f(To).

e LOKALNI MINIMUM funkcije f je tocka Ty takva da za svaku tocku T iz okoline tocke Ty vrijedi
f(T) = f(To).

e GLOBALNI MINIMUM funkcije f je tocka Ty takva da za svaku tocku T iz domene funkcije vrijedi

f(T) = [(To).

e LOKALNIM EKSTREMIMA nazivamo sve lokalne maksimume i minimume, a globalnim ekstremima
sve globalne maksimume i minimume.

e T je STACIONARNA TOCKA funkcije f ako je df(T) = 0, dakle sve parcijalne derivacije prvog reda
u toc¢ki T' su jednake nuli.

Dovoljni uvjeti za lokalni ekstrem (vidi Teorem 5.2.9 knjiga str. 263) Ovo
Neka skalarna funkcija f ima neprekidne sve parcijalne derivacije drugog reda u okolini stacionarne tocke Je '
T. Tvorimo determinante redom vasno:

Oza f(T)  Opy f(T)  Ouzf(T)
Oz f(T)  Ozy f(T) Y
022 f(T)], Y v | Oyaf(T) Oy f(T) Oy f(T) |,...
\—1/—-’. 8wa(T) ayyf(T) amf(T) 8ny(T) azzf(T)

3.

e ako su gornje determinante sve redom pozitivne tada f ima lokalni minimum u tocki 7',

e ako su neparne determinante u gornjem nizu negativne, a parne pozitivne tada f ima lokalni
maksimum u toc¢ki T,

e ako je barem jedna parna determinante negativna ili ako su dvije neparne razli¢itog predznaka tada
f nema u tocki T lokalni ekstrem veé tzv. sedlastu tocku,

e a u ostalim sluc¢ajevima ne mozemo donijeti nikakav zakljucak.

Primjer. Ispitati domenu, kodomenu, neprekidnost, derivabilnost, diferencijabilnost i ekstreme funkcije

[z, y) = day — at — y4- Kada vjezbate kod
kuée mozete se
bt A 1 I posluziti alatom poput
#‘ WOlfram;"'\.[pi‘:éﬁ. Riate ani web stranice Wolfram
Alpha.
fxy) = x4y 4 =] ]
Input: Mathematica form

flooy)=4xy—xt—y*

3D plot: Show contour lines

P

A

-2 -1 Qo 1 2







Zadatak. Ispitati funkciju f(x,y) = 32% — 22y + y* — 8y.

Zadatak. Ispitati funkciju f(z,y) = 23 — 32y — 3.



Zadaci za samostalan rad:

1. Ispitati funkciju f(z,y) = y? + xy + 3y + 2z + 3.

2. Ispitati funkciju f(z,y) = zy — 2° — 2.

w

2
. Ispitati funkciju f(z,y) = 22 + y? + —.
Ty

W

. Ispitati funkciju f(z,y) = 2° + 3> — 3z — 3y.






Slijedi komplementarni materijal autora Ivane Baranovié¢ i Miroslava Jerkovi¢a. Potrebno je rijesiti za-
datak 3. Nije potrebno ucéiti primjer 4.



Poglavlje 1

Lokalni ekstremi funkcije vise
varijabla

Definicija 1.0.1 Za funkciju [ dviju varijabli kaZemo da ima lokalni maksi-
mum u tocki (xg,y0) ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te
okoline vrijedi f(xo,yo0) > f(z,y). KaZemo da f ima u tocki (xg,y0) globalni
maksimum ako je f(xo,y0) > f(x,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.
Za funkciju f dviju varijabli kazemo da ima lokalni minimum u toéki (xo,yo)
ako postoji okolina te tocke takva da za sve (x,y) iz te okoline vrijedi f(xo,yo)
f(z,y). KaZemo da f ima u tocki (xo,y0) globalni minimum ako je f(xq,yo)
f(z,y) za sve tocke (x,y) iz domene funkcije f.

<
<

Lokalne minimume i maksimume funkcije f zovemo lokalni ekstremst funkcije
f, dok globalni minimum i maksimum funkcije f zovemo globalni ekstremsi
funkcije f.

Ispitivanje lokalnih i globalnih ekstrema zadane funkcije jedan je od osnovnih
zadataka u matematickoj analizi. Kod funkcija dviju varijabli taj je postupak
nesto slozeniji nego kod funkcija jedne varijable i moZe se podijeliti u dva dijela.

Najprije dajemo tzv. nuZan uvjet za postojanje lokalnog ekstrema: ako
funkcija f ima lokalni ekstrem u toc¢ki (zg,yo) i ako parcijalne derivacije prvog
reda u toj tocki postoje, onda mora vrijediti

fz(20,Y0)
fy(xo,yo) =

Napomena:

Nuzni uvjet za postojanje lokalnog ekstrema u praksi ¢emo ¢itati "unatraske":
da bismo nasli sve tocke u kojima se s obzirom na gornji kriterij uopée moze
postici lokalni ekstrem, moramo rijesiti sustav jednadzbi f.(z,y) = fy(z,y) = 0.
Tocke koje zadovoljavaju ovaj sustav shvacamo kao kandidate medu kojima ¢emo
potom traZiti lokalne ekstreme.

Nakon §to pronademo sve tocke-kandidate, prelazimo na utvrdivanje koje od na-
vedenih tocaka predstavljaju lokalni minimum ili maksimum. Da bismo to utvr-
dili, potrebno je izrac¢unati vrijednosti drugih parcijalnih derivacija u tockama-
kandidatima.



Za svaku pojedinu tocku (xo,yo), kandidata za lokalni ekstrem, ozna¢imo:

A= fae(T0,90), B = fay(w0,90) = fya(0,90),  C = fyy(To, o).
Dalje, ozna¢imo A := AC — B?
Vrijedi sljedece pravilo:
Ako za tocku (zo,yo) kandidata za lokalni ekstrem (tocka zadovoljava nuzan
uvjet) vrijedi:

(1) A >0, onda se u (zo,yo) postize lokalni ekstrem i to:

(a) lokalni maksimum ako je A <0
(b) lokalni minimum ako je A > 0

(2) A <0, onda f ne postiZze ekstrem u (xg,yo), veé je (xo,yo) tzv. sedlasta
tocka

(3) A =0, onda ne mozemo izvuéi nikakav zakljucak o tome ima li f u tocki
(20,y0) lokalni ekstrem ili ne.

Napomena:

Slucaj (2) govori nesto vise od same ¢injenice da u ispitivanoj tocki funkcija
ne postize lokalni ekstrem. Naime, ako vrijedi A < 0 u nekoj tocki-kandidatu
za lokalni ekstrem (xg,y0), onda u toj tocki funkcija f ima tzv. sedlo, §to je
ekvivalent pojmu stacionarne tocke kod funkcije jedne varijable. Naziv "sedlo"
u ovom sluc¢aju dobro docarava izgled plohe funkcije f u okolini tocke sedla.

Dalje, komentirajmo ukratko porijeklo veli¢ine A. Vrijednosti parcijalnih deri-
vacija u to¢ki (zg, yo) mogu se organizirati u sljede¢u matricu:

H = ( Jra(20,90)  fyz(T0,¥0) ) _ ( A B )
. fmy(gco,yo) fyy(xmyo) B C )

A B
B C
koju zovemo Hesseova matrica. Primijetimo da je f.y(z0,%0) = fyz(z0,%0)
prema Schwarzovom teoremu, pa stoga na sporednoj dijagonali u Hesseovoj
matrici imamo jednake vrijednosti koje u A ¢ine faktor B2.

pa vidimo da je A = det ( ) , dakle upravo determinanta gornje matrice

Primjer 1 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = 4xy — 2* — y*.
Rjesenje:

Najprije nalazimo prve parcijalne derivacije i rjesavamo sustav f(z,y) = fy(z,y) =

0:

fo(@,y) =4y —42° =0

fy(x,y) =42 — 4y° = 0.
Imamo y = 22, z = 3. Uvritanjem y = 23 u drugu jednadzbu dobivao x = x°,
§to faktoriziranjem postaje

2(28 —1)=0

ozt —D)(a* +1) =

x(x? —1)(2? +1)(az —|—1) 0
w(z—1(@+ 1" +1)("+1) =0



Zadnja dva faktora ne mogu biti jednaka nuli za realan x, pa nam ostaju tri
rjefenja: 1 =0, 29 =1, x3 = —1. Iz y = 22 dobivamo y; =0, yo = 1, y3 = —1,
pa ukupno imamo tri tocke kandidata za ekstrem: (0,0), (1,1) i (—1,—1).
Za svaku od ovih tocaka provodimo proceduru utvrdivanja koja od njih pred-
stavlja lokalni ekstrem. Da bismo to izrac¢unali, nadimo najprije druge parcijalne
derivacije funkcije f:

foz(x,y) = —1222

fxy(mvy) = fyx(-ray) =4

Tyy(m,y) = —1242.
Uvrstavanjem vrijednosti z i y koordinata u ove izraze dobivat ¢emo za pojedine
tocke-kandidate vrijednosti za A, B i C, redom.
Racunamo:

(a) tocka (0,0):
A= f3(0,0) =0, B= f,,(0,0) =4, C = f,,(0,0) =0,
paje A = AC — B? = —16 < 0. Dakle, radi se o sedlastoj tocki.

(b) tocka (1,1):
A= f:(1,1) =—12, B = f3,,(1,1) =4, C = f,,(1,1) = —12,
paje A = AC — B? = 128 > 0. Dakle, u (1,1) postize se lokalni ekstrem,
i to maksimum, jer je A = —12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u
tocki (1,1) iznosi f(1,1) = 2.

(c) tocka (—1,—1):
A= fiz(—1,-1)=—12, B = fg,(—1,-1) =4, C = f,,(—1,-1) = —12,
pa je opet A = 128 > 0 i radi se o tocki lokalnog maksimuma jer je

A = =12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u tocki (—1,—1) opet
iznosi f(—1,—1) =2.

Primjer 2 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(x,y) = ysinz.
Rjesenje:
Nuzan uvjet za lokalne ekstreme daje sustav jednadzbi:

fe(z,y) =ycosx = 0
0.

fy(x,y) =sinz =

Iz druge jednadzbe slijedi *+ = kn, k € Z. Uvr§tavanjem u prvu jednadzbu
imamo za cosx vrijednost 1 ((za parne k) ili -1 (za neparne k), odakle nuzno
slijedi da je y = 0. Dakle, dobili smo beskona¢no mnogo tocaka kandidata za
ekstrem oblika (kw,0), k € Z.

Racunamo sada parcijalne derivacije drugog reda:

fezx(z,y) = —ysinz
f$y(xay>:fym(x7y) = COSZT
fyy(x,y) = 0.

Imamo dvije moguénosti, ovisno o tome je li k£ paran ili neparan:



(a) k paran, tj. k=2l zal € Z:
A = fre(20m,0) =0, B = fyy(2lm,0) = cos(2lr) =1, C = fy,(27,0) =0,
paje A= AC—-B%?=0-12 = —1 < 0, §to znadi da se su (k7,0), k paran,
sedlaste tocke

(b) k neparan, tj. k =20+ 1 za l € Z: sli¢no kao gore, imamo:
A= fre (2L + 1)7m,0) =0, B = fp, (21 + 1)m,0) = cos((2l + 1)) = —1,
C = fu, (2l +1)7,0) =0, paje A= AC—B>=0—(-1)2=-1<0, pa
iu (km,0), k paran, imamo sedlo.

Kona¢no, vidimo da ova funkcija nema niti jednu tocku u svojoj domeni u kojoj
se postize lokalni ekstrem, ve¢ samo beskonatno mnogo sedlastih tocaka (i sve
su one oblika (km,0) za k € Z.

Zadatak 3 Odredite lokalne ekstreme funkcije:

(1) flz,y) =32* - 2zy +y* — 8y
(2) f(z,y) =2° - 3oy —y?

(3) flz,y) =y*+xy+3y+2z+3
4) f(z,y) =2y —a® —y?

(5) flzy) =2 +y*+ 2

(6) flz,y) =2 +y*> 3z -3y
(7) flzy)=a?+y—ev

(8) f(z,y) = xeY

(9) f(z,y) =e"siny

(10) f(z,y) =yva —y* —x +6y.

Nesto drugacije postupamo ako je funkcija zadana implicitno (u osnovi samo
stoga §to je formula za nalazenje parcijalnih derivacija prvog reda u tom slucaju
definirana drugacije — vidjeti vjezbe vezane uz 7. lekciju!).

Primjer 4 Odredite lokalne ekstreme funkcije z = z(z,y) zadane implicitno s
22+ 2%tz +22-3=0.

Rjesenje:
Definiramo F(z,vy, 2) := 22 + 2y + vz + 2? — 3 i ra¢unamo:

Fo(z,y,2) =2x+ 2

Fy(xay,z) = 4y

F.(z,y,z) = x + 2z.
Stoga je zx(z,y) = —22E2, a z,(z,y) = _miy2z' Da bismo nagli kandidate
za lokalne ekstreme, moramo rijesiti sustav z,(z,y) = z,(z,y) = 0, tj. 2z +
z = 0 = 4y. Dobivamo y = 0 i z = —2z, §to uvrstanjem u jednadzbu plohe
22+ 22 + w2+ 22 -3 =0daje2? =1,tj. 2, =1ilizy = —1, paje z; = —2,
zo = 2. Imamo dvije tocke koje su kandidati za ekstrem: (1,0) i (—1,0).



















Chapter 3

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba je vrsta jednadzbe u kojoj je nepoznanica funkcija i u takvoj jednadzbi javlja se i
neka derivacija (nepoznate) funkcije. Uz diferencijalnu jednadzbu Gesto dolaze jo§ neki dodatni uvjeti koje
trazena funkcija treba zadovoljiti. RjeSenje diferencijalne jednadzbe je svaka funkcija koja zadovoljava
zadanu diferencijalnu jednadzbu i postavljene dodatne uvjete. Stoviée, rjeSenja diferencijalnih jednadzbi
mozemo opcenitije promatrati kao krivulje. Zbog toga se kod rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi ne treba
brinuti ako kao rjesenje dobijemo krivulju koja ne moze biti graf funkcije, na primjer zato §to vertikalni
pravac sijece tu krivulju u vise tocaka.

2

Primjer. Provjeriti da funkcija f(z) = z°e” zadovoljava diferencijalnu jednadzbu y” — 2y’ +y = 0.

Zadatak. Provjeriti da funkcija f(z) = xe® zadovoljava diferencijalnu jednadzbu y” — 2y’ +y = 0 i
pocCetne uvjete y(0) =01¢y'(0) = 1.

Ocito, istu diferencijalnu jednadzbu mogu zadovoljavati mnoge razli¢ite funkcije. Grafovi svih funkcija
koje zadovoljavaju neku diferencijalnu jednadzbu nazivaju se integralne krivulje.

Primjer. Zadana je porodica krivulja y(z) = C; (z — 02)2. Skiciraj tu porodicu krivulja. Odredi difer-
encijalnu jednadzbu! koju zadovoljava ta porodica krivulja.

IDiferencijalnu jednadzbu nalazimo tako da jednad?bu zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u moguénost kon-
stante izraziti preko z, y, ', ¥", ... Zatim tako izraZene konstante uvrstimo u polaznu jednadzbu porodice krivulja.



Diferencijalne jednadzbe karakterizirane su ne¢im $to se naziva red diferencijalne jednadzbe. To je broj
najvece derivacije koja se u diferencijalnoj jednadzbi pojavljuje. Na primjer, sve dosad spomenute difer-
encijalne jednadzbe su bile reda 2 jer je u svima najveca derivacija koja se pojavljuje druga derivacija.

Sve diferencijalne jednadzbe koje ¢emo promatrati spadaju u skupinu obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.
Obic¢ne diferencijalne jednadzbe su diferencijalne jednadzbe kojima je nepoznanica funkcija samo jedne
varijable.

Neke vrste obi¢nih diferencijalnih jednadZbi prvog reda

Materijal koji sljedi preuzet je od autora Ivane Baranovi¢ i Miroslava Jerkovi¢a s Fakulteta kemijskog
inZenjerstva i tehnologije. Samo se mali broj diferencijalnih jednadzbi do danas uspjelo rijesiti. Nezgoda
je da se gotovo svaki malkice drugaciji tip diferencijalne jednadzbe treba rijeSavati na razli¢iti nacin. Zbog
toga u materijalima koji slijede obradujemo samo nekoliko najosnovnijih tipova diferencijalnih jednadzbi.
Treba rijesiti zadatke u materijalima koji slijede.



Obicne diferencijalne jednadzbe

Uvodni pojmovi

Diferencijalne jednadzbe su jednadzbe oblika:

f(lf;yvy/7y”,---,y(")) =0 (]_)

(ovdje je y = y(zx)), dakle one koje sadrZze osim same funkcije y(x) i njezine
derivacije.

Primjer 1 Dane su diferencijalne jednadzbe prvog, drugog i ¢etvrtog reda:
a) vy +2zy—y> =0,
b) zy” + my — 2sinz =0,

¢) yW — 29" + /y + 3z =0.

Iz primjera je jasno da je red diferencijalne jednadzbe jednak najveéem stup-
nju derivacije koja se u jednadzbi pojavljuje. Neka funkcija predstavlja rjesenje
diferencijalne jednadzbe ako ju zadovoljava, tj. ako kad uvrstimo odgvarajuce
parametre s lijeve strane (1) s desne zaista dobijemo nulu.

Primjer 2 Provijerite da je funkcija y(z) = 522 rjeenje sljedece diferencijalne
jednadzbe: xy’ = 2y.
Rjesenje: Imamo xy’ — 2y = 0. U naSem primjeru je y'(x) = 10x. Sada
uvrStavamo nase funkcije u jednadzbu:
xy —2y =10z —2-52% = 102% — 102% = 0

pa je y = ba? zaista rjefenje dane dif. jednadzbe.

Zadatak 1 Provjerite da li su navedene funkcije rjeSenja zadanih dif. jednadzbi:

a) ¥ =y*+a? ) = ;

x?

)
b) y// +y= 0’ y(x) = 3sinx — 4COS$,
)y =2y +y =0, yi(x) = we”, yo(x) = 2e”
d) (@ +y)de + ady = 0, y(x) = C52°

Napomena: Kao i uvijek, vrijedi 3’ = % i to tako shva¢amo pa je npr

Yy + 22 =y isto §to i dy + z2dz = ydz.

Ako je zadana neka diferencijalna jednadzba, grafove njenih rjeSenja nazi-
vamo integralnim krivuljama. Ponekad su zadane porodice krivulja i zanima
nas koja je njihova pripadna dif. jednadzba. Nju nalazimo tako da jednadzbu
zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u moguénost konstante izrazimo
preko z,y,y’,y", ... i time jednadzba familije krivulja postane oblika (1). Dakle,
moramo derivirati onoliko puta koliko imamo nezavisnih konstanti.

Primjer 3 Nadite diferencijalnu jednadzbu porodice parabola zadane s y(z) =
Cz?. Skicirajte tu porodicu.



Rjesenje: Trazimo prvo dif. jednadzbu, deriviramo jedanput (jer je jedna
konstanta) pa imamo:

y/
y'(z)=2Cr = C’:%

Sada to uvrstavamo u pocetnu jednadzbu nagih krivulja da se rijesimo konstante

i dobivamo izraz: )

!

Yy o yx

= — = =
Y=o ¥y=7

Sto je trazena diferencijalna jednadzba te familije krivulja. Rije¢ je o¢ito o svim
parabolama s tjemenom u ishodistu:

N W

Zadatak 2 Odredite diferencijalne jednadzbe sljedecih familija krivulja i skici-
rajte te familije:

a) y(z) = Cu,

b) y(z) = Ci(x — Ca)?,
c) y(z) = Ce”,

d) 2> +y*=C

Separacija varijabli, homogene jednadzbe

Diferencijalne jednadZbe rjeSavaju se razli¢itim metodama. Mi ¢emo raditi samo
one najjednostavnije. Veéini tih metoda cilj je diferencijalnu jednadzbu na ovaj
ili onaj nadin (npr supstitucijom) svesti na oblik koji zovemo: diferencijalna
jednadZba sa separiranim varijablama. Taj oblik znamo direktno rijesiti.
Naime, kod separiranih varijabli imamo situaciju da se jednadzba moze zapisati
ovako:

Y =g(y)f(x)

gdje funkcija g ima za varijablu samo y, a funckija f samo z (otuda i naziv
"separirane varijable"). Sada g(y) prebacujemo na suprotnu stranu a y' za-
piSemo kao % i dobivamo:

= f(x d—y: x)dx
T*—f() ) f(@)da.

Zadnju jednakost mozemo sada integrirati i dobiti rjeSenje.



Primjer 4 Rijesite diferencijalnu jednadzbu: zyy’ = 1 — 22,

Rjesenje: To je ocito sluc¢aj separiranih varijabli, imamo:

xyy’:lfo:2 = Yy =

paje g(y) = % af(z)= 1;—%2 Prebacujemo ¢ na suprotnu stranu i integriramo:

1— 2
ydy = ~da ydy =
Rijesimo integrale i dobivamo:
2 2
% =lnx— % + C.

Obi¢no rjesSenja i ostavljamo u ovakvom implicitnom obliku jer je eksplicitni
oblik ponekad nemoguce dobiti. Rjesenje koje je u implicitnom obliku nazivamo
jo§ i integralom jednadZbe. Gornja konstanta C' upucuje na to da imamo
¢itavu familiju rjeSenja ustvari. Njihovi grafovi daju gore spomenute familije
integralnih krivulja.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadZbe sa separiranim varijablama:

a) zy' —y =y,

b) y

¢) y'sinz =ylny,

d) (tanz)dy — ydx = 0.

Kao §to vidimo, rjeSenja diferencijalnih jednadzbi prvog reda nisu jedinstvena
ve¢ imamo jednu proizvoljnu konstantu (vidi i kod integralnih krivulja, dobijemo
¢itavu porodicu njih). Ako uzmemo jednadzbu drugog reda, dobit ¢emo dvije
proizvoljne konstante, za onu treceg reda tri itd. Stoga rjeSenja dif. jednadzbe
zovemo i opéim rjeSenjem. Ako Zelimo jedinstveno rjeSenje, moramo dodati
neke zahtjeve kao §to su vrijednosti rjesenja y = y(z) (ili neke njegove derivacije)
u nekoj specijalnoj tocki. Da bi imali jedinstveno rjesenje, tih uvjeta mora biti
koliki je stupanj jednadzbe i oni se zovu pocetni uvjeti. RjeSenje koje njih
zadovoljava zove se partikularno rjeSenje.

Primjer 5 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece poCetne uvjete:
(I+e")-y-y =e, y(0) =1
Rjesenje: RjeSavamo prvo zadanu diferencijalnu jednadzbu:

dy 1 e’
1 T\ oo — T - 29—
(I+e")-y-y =e -y 11
pa slijedi:
y?
ydy = 5 In(1+¢€*)+C




Koristimo pocetni uvjet da odredimo konstantu C:

1 2(0 1
§:yé):ln(l+eo)+C:ln2+C = C=§—ln2

i trazeno partikularno rjesenje je:
2
Y 1
—=In(1+¢e*)+=-—1In2.
5 n(l+e*)+ 5~ In

Zadatak 4 Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava sljedeée pocetne
uvijete:

a) (zy® +x)de + (2y —y)dy = 0, y(0) =1,
b) y'sinz =ylny, y(5) =1,
0y =-L yl)=2
Prijedimo sada na novu grupu jednadzbi kao primjer jednadzbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandzbe sa separiranim varijablama: ho-

mogene diferencijalne jednadZbe. To su one jednadzbe koje mozemo za-
pisati u sljede¢em obliku:

r_ y) 9
v =f(2). @
Supstitucija je y = u - = gdje je u = u(z) nova nepoznata funkcija i onda imamo
y =u - x+u.
Primjer 6 Nadite opce rjeSenje jednadzbe y' = £ — 1.
Rjesenje: Ocito je rije¢ o homogenoj jednadzbi (2) gdje je f(t) =t — 1.

Uvodimo supstituciju y = ux i dobivamo:

1
vortu=u—1 = u=-=
x

odnosno

1
/du:—/fda: =su=—Inz+InC.
X
Sadajey=u-z=(—Inz+InC)z =2z <.

Primjer 7 Za jednad?bu (22 + y?)dr = 2zydy nadite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz toc¢ku (4,0) odnosno (1,1).
Rjesenje: Imamo:

1 2 2 1
(22 +y?)de = 2aydy = Y == <m+y> =z <m+y>'
2 \zy wy 2\y =
To je homogena jednadzba (2) za f(t) = $(¢7' +t). Supstitucija y = u -z nam
daje:




Stoga imamo:

U 1 dx 1 9 1 )
/71 — du = > 5 = —iln(l—u )= §lnx—lnC = In(1-v*) = —In(z)+InC

paje 1—< = u? §to daje: z—z =1-¢ = 42 =22—Cz. Jerje C proizvoljna

xT
konstanta, mozemo to zapisati i ovako: y? = 22—2Cx = (2—C)%>—y? = C2.
Integralne krivulje su ocito hiperbole:

Nadimo sada integralnu krivulju koja prolazi tockom (4,0). To je ustvari graf
rjeSenjak koje zadovoljava pocetni uvjet y(4) = 0. Kad to uvrstimo u opcée
rjeSenje dobivamo:

4-0)P—y*4)=C* = (A-0)P=C* = 16-8C=0

§to znaci da je C' = 2, odnosno rijec je o hiperboli (z — 2)? — y? = 4:

Drugi poCetni uvjet nam daje y(1) = 1 pa za konstantu C' dobivamo:
1-0)P—y*(1)=C* = (1-0)*-1=C"?

iz Gega slijedi C' = 0. Ovaj put dobivamo 22 — y? = 0 degeneriranu hiperbolu,
§to su ustvari pravci y = +z:



Zadatak 5 Integrirajte diferencijalne jednadzbe:

a‘) yl = _513+y’
b) (& —y)yde —2?dy =0,

¢) ydx + (2,/zy — x)dy = 0,

d) zdy — ydx = \/x? + y?dz.

Linearne diferencijalne jednadZbe prvog reda

Diferencijalnu jednadzbu oblika:

y' + P(z)y = Qx) (3)

nazivamo linearnom (jer sadrz samo y i ¢’ a ne i neke druge ¢lanove kao npr y?2
ili siny). Da bi njih rijesili koristit ¢emo novu metodu koju nazivamo metoda
varijacije konstanti. Ona se bazira na sljede¢em:

1) rijesimo prvo pripadnu homogenu jednadzbu odnosno
y' + P(z)y = 0.

Kao §to vidimo, to je slu¢aj varijable sa separiranim varijablama pa dobi-
vamo
dy
Y
Stoga je rjeSenje homognene jednadzbe:

—P(z)dr = Iny= —/P(x)da:+ln0.

Yy = C e f P(z)dy (4)

2) Rjesenju homogene jednadzbe moramo nekako dati slobodu mijenjanja da
ga mozemo prilagoditi nehomogenoj jednadzbi. Posto je jedino C' u (4)
proizvoljan, od njega napravimo funkciju C'(z) pa ¢emo rjeSenje nehomo-
gene traziti u obliku y(z) = C(z)e~/ P@4dr  Zelimo da ono zadovoljava
(3) pa nam treba i njegova derivacija:

y'(x) = C'(x)e | P@a _ C(z)P(z)e ] P,



Uvrstimo dobiveno u (3) i imamo:

C'(z)e= I P@de _ o) P(z)e= I P@d 4 p(2)C(a)e ] P@E = Q(z) =
= C'(x)e I PO = Q(a).

i iz toga lako izra¢unamo integriranjem trazeni C'(x) koji potom uvrstimo
u y(x) = C(z)e~ ] P@)d= i dobijemo rjesenje nehomogene jednadzbe.

Primjer 8 Nadite op¢i integral jednadzbe y' — £ = .
Rjesenje:  Ovdje je o¢ito P(z) = —1 a Q(x) = z. Sprovodimo gornji
postupak:

1) pripadna homogena jednadzba je:
y -2 =0
x

§to daje

d d
gy:?x = hy=khz+IhC = y=C- =z

2) konstanta C' postaje funkcija pa rjeSenje nehomogene trazimo u obliku
y = C(x)z. Deriviranje daje y' = C'(z)x + C(x) pa iz uvr$tavanja y i ¢’
uy' — £ =z dobivamo:

C(z)x

C'(z)z + C(z) — — =z = C'z)r=2 = C(r)=1

i ocito je C(z) = = + D pa je konatno rjesenje y = z(x + D).

Primjer 9 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece uvjete: xy’' +
y—e®*=0, yla) =b.

Rjesenje: Prvo jednadZbu prebacujemo u oblik (3) da prepoznamo P(z) i
Q) )

e 1 e’
y+2i=2 = P(x)=—, Q(z) = —.
X T X X
Sada je pripadna homogena jednadzba 3’ + £ = 0 i njeno rjeSenje je:
d d C
Yo oo Iny=-Inz+InC = y=—.
Y x x

C(z)

x

Prema tome, rjeSenje nehomogene trazimo u obliku: y = ionda je y =
W. Uvrtavamo to u pocetnu jednadzbu i slijedi:

— + - = C’(m):em

pa je kona¢no opcée rjeSenje y = EI%D. Ostaje naci partikularno tj. odrediti
konstantu D iz uvjeta y(a) = b. Imamo
e+ D

b=y(a) = " = D=ab—e"




e+ab—e”
—

i partikularno rjeSenje je y =
Zadatak 6 Nadite opca rjeSenja jednadzbi:

1) &4 2= g3,

2) y' —ytanx = cosz,

3) Y — =z =1+
Zadatak 7 Nadite partikularna rjesenja jednadzbi koja zadovoljavaju navedeni
uvjet:

)y — 12z =14z, y(0)=0,

2) y —ytanz = L (0) =0.

cosx’ Y





















Obicne diferencijalne jednadzbe
2. reda

U ovoj lekciji vjezbamo rjeSavanje jedne klase obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 2. reda
— radi se o linearnim obi¢nim diferencijalnim jednadzbama 2. reda s konstantnim
koeficijentima. To su jednadZzbe oblika

Y'+py' +ay=f(x),

gdje su p i g realni brojevi, a f(x) neka funkcija varijable x. Nepoznanica ove jed-
nadzbe je y = y(x), a rijeSiti jednadZbu znaci dobiti eksplicitan izraz za funkciju y.
Kao i inace, razlikujemo dvije situacije:

(a) Ako je f(x) =0, gornja jednadZba ima oblik
Y'+py +qy=0
i zovemo je homogena jednadzba.

(b) Ako je f(x) # 0, gornja jednadZba ima opéeniti oblik (gdje je s desne strane
neka nenul funkcija varijable x). U tom slu¢aju jednadZbu zovemo nehomogena
jednadZzba.

U sljede¢em odlomku opisujemo kako se rjeSavaju homogene jednadzbe drugog
reda s konstantnim koeficijentima.

Homogene jednadzbe

Homogene jednadzbe oblika

Y'+py +qy=0
rjeSavaju se pomocu tzv. karakteristi¢ne jednadzbe, koju iz diferencijalne jednadZbe
dobijemo uvodenjem parametra A po sljede¢em principu

y — 1
y = A
y' = A 2,

Tako gornjoj jednadZbi pripada sljedeca karakteristi¢na jednadZba:
A2+ pA+q=0.

Kao i kod svake kvadratne jednadZbe, njena rjeSenja A; » mogu biti:



(a) realni i razliciti brojevi — u tom slucaju rjeSenje homogene diferencijalne jed-
nadzbe dano je s
y(x) = CreM* + Cret?,

gdje su C; i C, realne konstante.

(b) realni i jednaki brojevi (A} = A,) — ovdje je rjeSenje homogene diferencijalne
jednadzbe dano s

y(x) = e’l'x(Cl +Cx), C,G€R

(c) kompleksni brojevi — u tom slucaju vrijedi 1172 = a = Bi, jer znamo da su kom-
pleksna rjesenja kvadratne jednadzbe medusobno konjugirana. U ovom slucaju
rjeSenje homogene diferencijalne jednadzbe dano je s

y(x) = e**(Cycos Bx+ CysinBx), C1,C, € R.
RijeSimo nekoliko primjera.
Primjer 1 Rijesite diferencijalnu jednadzbu

y' =5y +6y=0.

RjesSenje: Karakteristicna jednadZba koja pripada ovoj diferencijalnoj jednadzbi
glasi
A2 —51+6=0,

a njena su rjeSenja A; = 2, A, = 3. Kako su rjeSenja razliiti realni brojevi,
imamo da je rjeSenje zadane diferencijalne jednadZzbe

y(x) = Cre* +Ge®, C),C eR.

Primjer 2 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

V' +4y +4y =0.

Rjesenje: U ovom slucaju karakteristiCna jednadzba glasi
A2 +4A+4=0.
Njeni korijeni su jednaki realni brojevi A; » = —2, pa rjeSenje glasi
y(x) = e >(C1 4+ Cox), C1,C €R.

Primjer 3 RijeSite
y' +y=0.



Rjesenje: Ovoj jednadzbi pripada karakteristicna jednadzba
AP +1=0,

¢ija su rjeSenja Ay » = =i, pa vidimo da je & =0, = 1 (to su realni i imaginarni dio
jednog od ovih korijena!). Stoga je rjeSenje dano s

y(x) = eo'x(Cl cosl-x+Cysinl-x) =Cjcosx+Cysinx, Cp,C € R.

Napomena:

Ako Zelimo zadati Cauchyjev problem (diferencijalna jednadzba s jednim ili viSe
pocetnih uvjeta) Cija je diferencijalna jednadZba drugog reda, prirodno je zadati ne
jedan (kao Sto je to bilo kod obic¢nih diferencijalnih jednadZbi prvog reda), ve¢ dva
pocetna uvjeta. Naime, vidimo ve¢ iz gore opisanih rjeSenja da postoje dvije neodre-
dene realne konstante C; i C,. Tek zadavanjem dva pocetna uvjeta dobivamo sustav od
dvije jednadZzbe s dvije nepoznanice, Cijim rjeSavanjem potom u potpunosti fiksiramo
konstante C; i (7, tj. dolazimo do jedinstvenog rjesenja. NajceSée se ti pocetni uvjeti
odnose na neke vrijednosti same funkcije i njene prve derivacije.

Primjer 4 Rijesite sljede¢i Cauchyjev problem (nadite partikularno rjesenje diferen-
cijalne jednadZbe koje zadovoljava zadane pocetne uvjete):

Y43 +2y = 0
¥(0) =
Y(0) = -1

Rjesenje: Najprije rjeSavamo diferencijalnu jednadzbu. Njena karakteristi¢na jed-
nadzba je
A2 431 +2=0,

a rjeSenja te jednadzbe dana su s A} = —2, A, = —1, pa je opCe rjeSenje diferencijalne
jednadZbe dano s
y(x) = C]eizx —|—C2€7x, C,C eR.

Kako bismo odredili partikularno rjesenje, koristimo pocetne uvjete:

YX)=Cre ¥ +Cre™ = y(0)=Ci+Cr=1
y/(x) = —2C1€72X —Ce ™™ = yl(()) =-2C,—-C,=—1.

Dolazimo do sustava jednadzbi

C+C = 1
—2C1—C, = -1,

odakle izlazi C; = 0,C, = 1. UvrStavanjem u opce rjeSenje dolazimo do partikularnog
rjeSenja (rjeSenja zadanog Cauchyjevog problema):

yx)=e

Zadatak 1 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



1) y"—9y=0

2) YV +4y +13y=0
3) y'+y -y=0

4) y' =2y +5y=0
5) ¥y =9y +9y=0
6) y'—y=0.

Zadatak 2 Odredite partikularna rjeSenja sljedeci diferencijalnih jednadzbi s pocetnim
uvjetima:

Dy =5y +4y=0,y(0) =5,y'(0) =8
2) y'+4y=0,y(0) =0,y'(0) =2
3)Y'+2y'=0,5(0)=1,y'(0)=0
4) y"+3y =0,y(0) =0,y(3) =0.

Nehomogene jednadzbe

Rjesenje nehomogenih jednadzbi

Y'+py +qy=f(x)

dano je s

y=yo+Y,
gdje je yo opCe rjeSenje pripadne homogene jednadZzbe, a Y je neko (partikularno) rje-
Senje nehomogene jednadZzbe, koje u ovisnosti od oblika funkcije f(x) trazimo u slje-
deéem obliku:

(1) Akoje f(x) =e™P,(x), gdje je P,(x) polinom n—tog stupnja:

1) u slucaju da a nije rjeSenje karakteristicne jednadZzbe pripadne homogene
jednadzbe, Y trazimo u obliku ¥ = ¢ Q,(x), gdje je O, (x) neki polinom s
neodredenim koeficijentima

ii) u slucaju da a jest rjeSenje karakteristine jednadZbe pripadne homogene
jednadZbe, Y traZimo u obliku ¥ = x"e**Q, (x), gdje je r kartnost a kao kori-
jena karakteristicne jednadZzbe (broj koliko se puta a pojavljuje kao rjeSenje
te jednadZbe — to moze biti 1 ili 2), a O, (x) je neki polinom s neodredenim
koeficijentima

(2) Ako je f(x) = e™ - [PBy(x)cosbx + Qi (x)sinbx], gdje je P,(x) polinom n—tog
stupnja, a O, (x) polinom m—tog stupnja:

i) u slucaju da a £ bi nisu korijeni karakteristicne jednadzbe pripadne homo-
gene jednadzbe, Y trazimo u obliku ¥ = e - [Sy(x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy(x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), i to s neodredenim koeficijentima



ii) u slucaju da a =+ bi jesu korijeni karakteristicne jednadzbe pripadne homo-
gene jednadZbe, Y trazimo u obliku ¥ = xe® - [Sy (x) cos bx + Ty (x) sinbx],
gdje su Sy (x) i Ty(x) polinomi istog stupnja N = max(m,n) (stupnja jed-
nakog maksimalnom stupnju od stupnjeva polinoma koji se pojavljuju u
f(x)), i to s neodredenim koeficijentima.

Napomena:

Gornja situacija pokriva mnogo moguénosti za f(x), i to kada je f umnoZak eks-
ponencijalne funkcije i polinoma ili umnoZak eksponencijalne funkcije i linearne kom-
binacije trigonometrijskih funkcija s polinomima kao koeficijentima. Kako prepoznati
radi li se o prvom ili drugom slu¢aju? Najjednostavnije je vidjeti sadrZi li f(x) neke
trigonometrijske funkcije — ako sadrZi, znaci da je rije¢ o slucaju (2) opisanom gore.

Nakon $to utvrdimo oblik funkcije Y, uvrStavamo Y (i sve njene derivacije koje
treba) u polaznu nehomogenu diferencijalnu jednadzbu te potom odredujemo nepoz-
nate koeficijente u polinomu (ili polinomima) koji se u Y pojavljuju.

Primjer 5 RijeSite sljedecu diferencijalnu jednadzbu:

y”+2y’+y=ezx.

Rjesenje:
Najprije nalazimo yy, tj. opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe. Ona glasi
Y'+2y+y=0,
pa je njena karakteristi¢na jednadzba
A2 +24+1=0.

Rjesenja karakteristiCne jednadzbe su A, = —1, pa je opCe rjeSenje homogene jed-
nadzbe dano s
y= e"‘(Cl -i-Cz)C)7 C;,G eR.

Sada prelazimo na traZenje partikularnog rjesenja, tj. Y. Kako je f(x) = e**, §to mo-
7emo u "punom" obliku situacije (1) s prethodne stranice shvatiti kao f(x) = >~ -1,
vidimo da je a = 2, P(x) = 1. Kako a = 2 nije rjeSenje gornje karakteristine jednadzbe,
Y traZimo u obliku

Y =A-e¥,

gdje je Q(x) = A, tj. konstantan polinom. Konstantu A odredujemo uvrstavanjem Y
u polaznu diferencijalnu jednadzbu. Kako ta diferencijalna jednadzba sadrzi y' i y”,
moramo najprije izraCunati Y' i Y":

Y = 24¢%
Y' = 4Ae™.

Sada uvrStavanjem Y, Y’ i Y u polaznu jednadzbu dobivamo
447 +2 . 246% + Ae™ = ¥ = 9Ae™ = ¥,

Dijeljenjem dobivene jednakosti s > slijedi daje 9A = 1,tj. A = %, paje

1
Y= §€2X.



Sada slijedi da je rjeSenje dane diferencijalne jednadZbe dano s

1
y=yo+Y =e *(C +Caox) + §ez)‘, C1,G, eR.

Primjer 6 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y//—i-y:xzex.

Rjesenje:
Pripadna homogena jednadzba je y” +y = 0, a njena karakteristi¢na jednadzba
A? 41 =0 ima rjeSenja A; » = +i, pa je
yo = *¥(C| cosx+ Cysinx) = Cy cosx+Cysinx, Cp,C; € R.

Prelazimo na odredivanje oblika partikularnog rjeSenja Y. Kako je f(x) = x%¢*, a
a = 1 nije korijen karakteristicne jednadzbe, partikularno rjeSenje Y traZimo u obliku

Y = (Ax* + Bx+C)e",

gdje su A, B i C koeficijenti koje treba odrediti uvrStavanjem Y i Y” u polaznu jed-
nadzbu. Racunamo

Y = (2Ax+B)e* 4 (Ax* 4+ Bx+C)e" = (Ax* + (2A+ B)e* + B+ C)é*
Y” (2Ax+2A+B)e* 4 (Ax* 4+ (2A+B)e* + B+ C)e* =
(Ax® + (4A +2B)x +2A + 2B +C)e",

odakle uvrstavanjem u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(Ax* + (4A+2B)x +2A + 2B+ C)e* + (Ax* 4+ Bx 4 C)e* = x*¢".

Sada dijeljenjem s ¢* i grupiranjem po potencijama od x dolazimo do jednakosti poli-
noma drugog stupnja

2AxX* + (4A +2B)x+2A +2B+2C = x°,

S$to usporedivanjem koeficijenata (uz odgovarajuce potencije od x moraju stajati isti
koeficijenti kako bi polinomi bili jednaki!) lijeve i desne strane gornje jednakosti vodi
na sljedeci sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

24 = 1
4A+2B = 0
A+B+C = 0.
Sustav ima jedinstveno rjeSenje koje glasi A = %, B=-1,C= %, paje

1 1
Y = (Ex2 —x+ E)ex

1 stoga je konacno rjesenje zadatka dano s

1 1
y=yo+Y =Ci costrCzsin)ch(Ex2 —x+ E)(‘, C,G eR.



Primjer 7 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y" —y =sinx.

Rjesenje:
Karakteristi¢na jednadzba A2 — 1 = 0 pripadne homogene jednadzbe y”’ —y = 0 ima
rjeSenja A; » = %1, pa je opce rjeSenje pripadne homogene jednadzbe dano s

yo=Cie"+Cre™™, C1,C2,€R.

Kako je f(x) = sinx = ¢%*(1-cosx+0-sinx), imamo a = 0, b = 1. Kako a=bi =
0=+ 1-i= =i nisu korijeni gornje karakteristicne jednadZbe, to partikularno rjeSenje Y
trazimo u obliku

Y =" (A-cosx+ B-sinx) = Acosx + Bsinx,

gdje su A i B konstantni polinomi koje treba odrediti uvritavanjem Y i Y” u polaznu
diferencijalnu jednadZbu. Ra¢unamo stoga

Y = —Asinx+Bcosx

Y" = —Acosx—Bsinx,
odakle uvrstavanjem Y i Y” u polaznu jednadZbu imamo

sinx

—Acosx — Bsinx — (Acosx+ Bsinx)

—2Acosx—2Bsinx = sinx.

Sada izjednaCavanjem koeficijenata uz cosx i sinx s lijeve i desne strane gornje jedna-
kosti (s desne strane uz cosx stoji nula!) imamo

24 = 0
2B = |,

odakle slijedi A = 0, B= —1. Stoga je
Y I
= ——sinx
2 )
pa je rjeSenje zadane diferencijalne jednadzbe dano s
1
y=yo+Y =Cie*+Cre™* — 3 sinx, C1,C,€R

Primjer 8 Rijesite diferencijalnu jednadZbu

y' —4y = (25x+5)cosx.

Rjesenje:



Najprije rjeSavamo pripadnu homogenu jednadzbu y” — 4y = 0. Njena karakteris-
ti¢na jednadzba A2 — 4 = 0 ima dva razli¢ita realna rjeSenja A12 = £2, pa opCe rjesenje
pripadne homogene jednadzbe glasi

yo=Cie¥ +Ce >, (), €R.

Kako bismo odredili oblik u kojem ¢emo traziti partikularno rjeSenje Y, potrebno je
uoCiti da f(x) = (25x+ 5) cosx sadrZi trigonometrijsku funkciju, toénije da f(x) mo-
7emo shvatiti kao f(x) = e**((25x+5) - cosx +0 - sinx), pa prema situaciji opisanoj
pod (2) na str. 4 vidimo da (jer a£bi =0+ 1-i = +i nisu korijeni karakteristicne
jednadzbe) Y treba traZiti u obliku

Y = (Ax+ B)cosx+ (Cx+ D) sinx

(primijetimo da su nepoznati polinomi uz cosx i sinx ovdje istog stupnja, i to maksi-
malnog stupnja od polinoma koji se javljaju u f(x)). Sada jos treba izradunati Y":

Y' = Acosx— (Ax+ B)sinx+Csinx+ (Cx+ D)cosx =
= (Cx+A+D)cosx+ (—Ax—B+C)sinx
Y’ = Ccosx—(Cx+A+D)sinx—Asinx+ (—Ax—B+C)cosx =

= (—Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx.
Sada uvrStavanjem Y i Y” u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo
(=Ax—B+2C)cosx+ (—Cx—2A —D)sinx —4((Ax+ B) cosx+ (Cx+ D)) = (25x+ 5) cosx,
odakle grupiranjem po cosx i sinx imamo
(=5Ax—5B+2C)cosx+ (5Cx+ 5D+ 2A) sinx = (25x+ 5) cosx.

Sada izjednacavanjem polinoma uz cosx i sinx s lijeve i s desne strane gornje jednakosti
(uz sinx s desne strane stoji nulpolinom!) imamo

—5Ax—5B+2C = 25x+5
SCx+5D+24 = 0,

odakle pak izjednaCavanjem koeficijenata uz potencije x dolazimo do sustava

—5A4 = 25
—5B+2C = 5
5C
SD+2A = 0.

Rjesenje gornjeg sustava je jedinstveno i glasiA = -5, B=—1,C=0, D =2, paje
partikularno rjeSenje dano s

Y = (—5x—1)cosx+2sinx.
Stoga je rjeSenje polazne diferencijalne jednadzbe

y=yo+Y =Cie¥ +Cre > + (=5x—1)cosx+2sinx, C;,C; €R.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadzbe:



1) Y —4y +4y=x2

2) y' =8y +7y=14

3) Y —y=e

4) ¥ +vy=cosx

5) ¥ +y —2y8sin2x

6) " —2y' 4+ 5y = e*cos2x.
























