Integriranje racionalnih funkcija

Podsjetnik: racionalne funkcije u brojniku i nazivniku sadrze polinome. Metode rjeSavanja integrala
racionalnih funkcija saZete su u ovoj cjelini.

Tri vazna tipa integrala
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Integral tipa B dodano se komplicira kada je n > 1. Sada ¢emo napraviti primjer kada je n = 2.
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U prethodnom primjeru rjegili smo integral racionalne funkeije tipa B (kvadratni ¢lan u nazivniku nema
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Dakle s potencije n = 2 sveli smo se na potenciju n = 1. MoZemo zakljuciti kako se svaki integral tipa
B moze rijesiti tako da se koracima pokazanim u prethodnom primjeru svedemo sa potencije nazivnika
n na sli¢an integral sa potencijom nazivnika n — 1, i tako redom sve dok se integral ne svede do potencije

nazivnika n = 1, u kojem slu¢aju se integral supstitucijom svodi na tabli¢ni
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Rjesavamo supstitucijom t = ax® +bx + ¢, dt = (2ax + b) dz. Nakon toga potrebno je u brojniku izmisliti Raszlika u odnosu na
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Integral racionalne funkcije

Ako je stupanj polinoma u brojniku vedi ili jednak stupnju polinoma iz nazivnika tada je prvi korak u
rijeSavanju takvog integrala da se polinom iz brojnika podijeli sa polinomom iz nazivnika:
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»Rastavom na parcijalne razlomke«* svaki integral racionalne funkcije kojem je stupanj brojnika manji
od stupnja nazivnika moze se svesti na neki od prije navedena tri tipa integrala: A, B ili C.
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1Ako je zadana racionalna funkeija oblika u kejemn je stupanj brojnike manji od stupnja nazivnika f(x) = —[z—) tada

Q(xz})
rastav na parcijalne razlomke prvo zahtjeva da se odrede svi faktori polinoma Q(x), a to mogu biti samo polinomi stupnja
jedan i polinomi stupnja dva bez realnih nultotaka. Takoder treba uzeti  obzir kratnost sviakog takvog faktora. Npr.
polinom Q(z) = z' + x* mofe se zapisati kao Q(x) = z% (22 + 1). Iz toga se vidi da je faktor ¥ keatnosti 2, a faktor o2 4 1
kratnosti 1.

Nakon toga se racionalna funkcija Zeli zapisati kao zbroj razlomaka kojima se u nazivnicima pojavljuju po jedan od
pronadenih faktora Q(x). Pritom se faktori viSekratne kratnosti pojavljuju vife puta, onoliko puta kolika je kratnost
faktora, ali svaki puta s razli¢itom potencijom. U brojniku parcijalnih razlomaka stavljamo neodredene koeficijente i
to tako da za nazivnike koji su se nastali od faktora stupnja 1 (bez obzira na kratnest) n brojnik postavijamo jedan
neodredeni koeficijent, a za nazivnike koji su nastali od faktora stupnja 2 {bez obzira na kratnost) u brojnik postavljamo

polinom stupnja 1 sa neodredenim koeficijentima (€ + Cy). U razmatranom primjeru rastav na parcijalne razlomke glasi
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moZemo odrediti svodenjem na zajednicki nazivnik i usporedivanjem dobivenog brojnika sa polinomom P(r). lzrazi uz iste

potencije moraju biti jednaki. ‘Time se dobije sustav lincarnih jednadzbi Cija rijeSenja su traZeni nepoznati koeficijenti.
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