Parcijalne derivacije drugog reda

Parcijalne derivacije drugog reda definiramo na osnovi parcijalnih derivacija prvog reda, tako da uzastopce
parcijalno deriviramo po navedenim varijablama. Na primjer:
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Vrijedi (Schwartz, vidi Teorem 5.2.4 knjiga str. 253): ako je B0y neprekidna u okolini neke tocke onda
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Primjer. Izratunati sve parcijalne derivacije drugog reda funkcije fla,y) = a*y® + 2ty i uvjeriti se u
ispravnost Schwartzovog teorema.
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Lokalni ekstremi skalarne funkcije

Definicije

o LOKALNI MAKSIMUM funkcije f je totka T takva da za svaku totku T iz okoline totke Ty vrijedi
(T) < f(To).

o GLOBALNI MAKSIMUM funkcije f je totka Ty takva da za svaku totku T' iz domene funkcije vrijedi
f(T) < f(Tv)-

o LOKALNI MINIMUM funkcije f je togka Tp takva da za svaku totku T iz okoline totke Ty vrijedi
J(T) 2 f(To)-

o GLOBALNI MINIMUM funkeije f je totka Tj takva da za svaku totku T iz domene funkcije vrijedi
F(T) 2 f(To).

o LOKALNIM EKSTREMIMA nazivamo sve lokalne maksimume i minimume, a globalnim ekstremima
sve globalne maksimume i minimume.

» T je STACIONARNA TOCKA funkcije f ako je df(T) = 0, dakle sve parcijalne derivacije prvog reda
u tocki T' su jednake nuli.

Dovoljni uvijeti za lokalni ekstrem (vidi Teorem 5.2.9 knjiga str. 263) Ovo
Neka skalarna funkcija f ima neprekidne sve parcijalne derivacije drugog reda u okolini stacionarne tocke ie .
T. Tvorimo determinante redom s
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e ako su gornje determinante sve redom pozitivne tada [ ima lokalni minimum u todki T,

¢ ako su neparne determinante u gornjem nizu negativne, a parne pozitivne tada f ima lokalni
maksimum u to¢ki T,

* ako je barem jedna parna determinante negativna ili ako su dvije neparne razliitog predznaka tada
J nema u to¢ki 7" lokalni ekstrem veé tzv. sedlastu tocku,

» a1 ostalim slu¢ajevima ne mozemo donijeti nikakav zakljucak,

Primjer. Ispitati domenu, kodomenu, neprekidnost, derivabilnost, diferencijabilnost i ekstreme funkcije
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Zadatak. Ispitati funkciju f(x,y) = 322 - 2y + y* — Sy.
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Zadatak. Ispitati funkciju f(z,y) = 2 — 3zy — .
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Za svaku pojedinu tocku (g, yo), kandidata za lokalni ekstrem, oznacimo:
A= f:t::r(-']':(h y())! B:= fzy(ml)‘ !}u) = fy:t{m(]l yﬂ}' C:= fyy(IO:‘UD)'

Dalje, oznatimo A = AC — B?

Vrijedi sljedece pravilo:

Ako za tocku (xp,ys) kandidata za lokalni ekstrem (tocka zadovoljava nuzan
uvjet) vrijedi:

(1) A > 0, onda se u (zg, yg) postize lokalni ekstrem i to:

(a) lokalni maksimum ako je A <0
(b) lokalni minimum ako je A > 0

(2) A <0, onda f ne postize ekstrem u (xq,yo), veé je (xq.yp) tzv. sedlasta
tocka

(3) A =0, onda ne mozemo izvuéi nikakav zakljuak o tome ima li f u tocki
(20, y0) lokalni ekstrem ili ne.

Napomena:
Slucaj (2) govori nesto vise od same &injenice da u ispitivanoj tocki funkeija
ne postize lokalni ekstrem. Naime, ako vrijedi A < 0 u nekoj totki-kandidatu
za lokalni ekstrem (29, yo), onda u toj totki funkcija f ima tzv. sedlo, to je
ekvivalent pojmu stacionarne tocke kod funkeije jedne varijable. Naziv "sedlo"
u ovom slucaju dobro dotarava izgled plohe funkeije f u okolini togke sedla.
Dalje, komentirajmo ukratko porijeklo veli¢ine A. Vrijednosti parcijalnih deri-
vacija u tocki (zp, i) mogu se organizirati u sliedeéu matricu:

1= ( Fealmo o) fyalao, wo) )= ( A B )

Sey(®o,0)  fuy(xo, yo) B C )

pa vidimo da je A = det ( g g ), dakle upravo determinanta gornje matrice

koju zovemo Hesseova matrica. Primijetimo da je f., (2o, 50) = Sux(0. ¥a)
prema Schwarzovom teoremu, pa stoga na sporednoj dijagonali u Hesseovoj
matrici imamo jednake vrijednosti koje u A &ine faktor B2,

Primjer 1 Odredite lokalne ekstreme funkcije f(z,y) = dzy — a* — .
Rjesenje:
Najprije nalazimo prve parcijalne derivacije i rje8avamo sustav f, (r,y) = Tulzoy)=

fulz,y) =4y — 423 =0

fyle.y) =42 — 4y = 0.
Imamo y = &, x = y*. Uvrstanjem y = 2* u drugn jednadzbu dobivao z = 2,
sto faktoriziranjem postaje

z(a®—=1)=0

(et — 1)z +1) =0

w(z? = 1) +1)(x* +1)=0

@z — 1)(x + 1)(=® + D +1) =0



Zadnja dva faktora ne mogu biti jednaka nuli za realan z, pa nam ostaju tri
rjeSenja: ¢ = 0,25 =1, 23 =—1. Iz y = 2% dobivamo y; = 0, ya = 1, y3 = —1,
pa ukupno imamo tri totke kandidata za ekstrem: (0,0), (1,1) i (—1,—1).
Za svaku od ovih totaka provodimo proceduru utvrdivanja koja od njih pred-
stavlja lokalni ekstrem. Da bismo to izra¢unali, nadimo najprije druge parcijalne
derivacije funkcije f:

faalie, y) = —122*

f:l‘:‘,‘;(Is ¥ = fynr(:’:ry) =4

fuulz,y) = —124%.
Uvrstavanjem vrijednosti x i y koordinata u ove izraze dobivat ¢emo za pojedine
tocke-kandidate vrijednosti za A, B i C, redom.
Ratunamo:

{(a) tocka (0,0):
A= fo2(0,0) =0, B= f.5(0.0) =4, C = TilORE =10,
pa je A = AC' — B? = —16 < 0. Dakle, radi se o sedlastoj tocki.

(b) tocka (1,1):
A= for(1,1) = =12, B = f (1,1) = 4, C = f,,,(1,1) = =12,
paje A= AC - B* = 128 > 0. Dakle, u (1,1) postize se lokalni ekstrem,
i to maksimum, jer je A = —12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u
totki (1,1) iznosi f(1,1)=2.

(c) totka (—1,-1):
A= fea(-1,-1) = =12, B= fo (~-1,-1)=4,C = f,,(-1,-1) = —12,
pa je opet A = 128 > 0 i radi se o totki lokalnog maksimuma jer je
A = -12 < 0. Vrijednost lokalnog maksimuma u totki (-1, 1) opet
fznosi f(—1,-1) = 2.

Primjer 2 Odredite lokalne ekstreme funkeije f(x,y) = ysinz.
Rjesenje:
Nuzan uvjet za lokalne ekstreme daje sustav jednadzbi;

Ll y)=yeosz = 0

fulz,y) =sine = 0.
Iz druge jednadzbe slijedi @ = kw, k € Z. Uvritavanjem u prvu jednadzbu
imamo za cosz vrijednost 1 ((za parne k) ili -1 (za neparne k), odakle nuzno

slijedi da je y = 0. Dakle, dobili smo beskonatno mnogo tofaka kandidata za
ekstrem oblika (kr.0), k € Z.

Racunamo sada parcijalne derivacije drugog reda:

f;r:r.{ir,y) = ysin.r:
Feglz ) = fuulz,y) = cosu
fo(z,y) = 0.

Imamo dvije moguénosti, ovisno o tome je li k paran ili neparan:
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(a) k paran, tj. k=2lzal € Z:
A= for(2m,0) = 0, B = f,,(2ln,0) = cos(2lm) = 1, C = f,,(2lx,0) =0,
paje A = AC-B?=0-1% = -1 < 0, &0 znadi da se su (kx,0), k paran,
sedlaste to¢ke

(b) k neparan, tj. k =21+ 1 za ! € Z: slitno kao gore, imamo:
A = for((20 + 1)m,0) = 0, B = fo (20 + 1)7,0) = cos((2 + 1)) = —1,
C=f,((2+1)r,0)=0,paje A=AC-B?=0-(-1)*=-1<0, pa
iu (km 0), k paran, imamo sedlo.

Konatno, vidimo da ova funkeija nema niti jednu totku u svojoj domeni u kojoj
se postize lokalni ekstrem, ve¢ samo beskonatno mnogo sedlastih tocaka (i sve
su one oblika (kw,0) za k € Z.

Zadatak 3 Odredite lokalne ekstreme funkeije:

(1) fle,y) = 32" — 22y + 4 — 8y
(2) flz.y)=a* - 3zy - ¢*

(3) fle.y) =y’ +zy+3y+2r+3
(4) flz,y) =y — 2% —y?

(5) flr.y) =2*+y*+ 2

| (6) fla,y) =2 +y* ~ 32 -3y
ﬂ7) fla,y)=2*+y-e

(8) flx,y) = ze?

(9) f(z,y) = e*siny

(10) flz,y) = yv/z - y* - x + 6y.

Nesto drugatije postupamo ako je funkeija zadana implicitno (u osnovi samo
stoga 5to je formula za nalazenje parcijalnih derivacija prvog reda u tom slucaju
definirana drugacije — vidjeti viezbe vezane uz 7. lekeiju!).

N,
Primjer 4 O dlte l({kalne reme funkceije y) zadane impl
22427 4
. \ ~ N\
o & s
D =gt +2y +cz-h.. -3\na<‘.‘unamo
' Fx(‘{»y z) =2 %z \\ \
N
Flonar=t N\ X \
ol (yy T+ 2z /
je z(2vy) = 25N a zy(, _:—-&I Da\ bismo nash kandidate
kalne ekst me, moram rueutl sustav 2z(z,y) = Az, y) = i 2
z = 0= 4y. Dohjvamo y = z = -2, %o uvritanjemi\u jednadz
z? + + xz4 2% 3 = 0 daje :

=140 =1 ili g = J\pa'
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