Chapter 3

Obic¢ne diferencijalne jednadzbe

Diferencijalna jednadzba je vrsta jednadzbe u kojoj je nepoznanica funkcija i u takvoj jednadzbi javlja se i
neka derivacija (nepoznate) funkeije. Uz diferencijalnu jednadzbu testo dolaze jos neki dodatni uvjeti lkoje
trazena funkcija treba zadovoljiti. RjeSenje diferencijalne jednadzbe je svaka funkeija koja zadovoljava
zadanu diferencijalnu jednadzbu i postavljene dodatne uvjete. Stovide, rjeSenja diferencijalnih jednadzbi
moZemo opcenitije promatrati kao krivulje. Zbog toga se kod rjesavanja diferencijalnih jednadzbi ne treba
brinuti ako kao rjeSenje dobijemo krivulju koja ne moze biti graf funkeije, na primjer zato Sto vertikalni
pravac sijece tu krivulju u viSe totaka.

Primjer. Provjeriti da funkcija f(x) = 22e* zadovoljava diferencijalnu jednadibu y"” — 2y’ + y = 0.
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Zadatak. Provieriti da funkcija f(z) = ze® zadovoljava diferencijalnu jednadzbu y' -2 +y=01i

pocetne uvjete_yj[)? =0y (0)=1.
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Ocito, istu diferencijalmu jednadzbu mogu zadovoljavati mnoge razlitite funkcije. Grafovi svih funkcija
koje zadovoljavaju neku diferencijalnu jednadzbu nazivaju se integralne krivulje.

Primjer. Zadana je porodica krivulja y(x) = Cy (= — ()%, Skiciraj tu porodicu krivulja. Odredi difer-
encijalnu jednadzbu' koju zadovoljava ta porodica krivulja.
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‘Dir.ereuciéalnu jednadzbu nalazimo tako da jednadZbu zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u moguénoest kon-
stante izraziti preko o, u, v, ¥, ... Zatim tako izraZene konstante uvrstimo u polaznu jednadzbu porodice krivulja.
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Diferencijalne jednadzbe karakterizirane su ne¢im 5to se naziva red diferencijalne jednadzbe. To je broj
najvece derivacije koja se u diferencijalnoj jednadzbi pojavljuje. Na primjer, sve dosad spomenute difer-
encijalne jednadzbe su bile reda 2 jer je u svima najveca derivacija koja se pojavljuje druga derivacija.

Sve diferencijalne jednadzbe koje ¢emo promatrati spadaju u skupinu obicnih diferencijalnih jednadzbi.
Obiéne diferencijalne jednadzbe su diferencijalne jednadzbe kojima je nepoznanica funkcija samo jedne
varijable.

Neke vrste obi¢nih diferencijalnih jednadzbi prvog reda

Materijal koji sljedi prenzet je od autora Ivane Baranovi¢ i Miroslava Jerkovica s Fakulteta kemijskog
inzenjerstva i tehnologije. Samo se mali broj diferencijalnih jednadzbi do danas uspjelo rijesiti. Nezgoda
je da se gotovo svaki malkice drugaéiji tip diferencijalne jednadzbe treba rijeSavati na razli¢iti na¢in. Zbog
toga u materijalima koji slijede obradujemo samo nekoliko najosnovnijih tipova diferencijalnih jednadzbi.
Treba rijeSiti zadatke u materijalima koji slijede.




Obi¢ne diferencijalne jednadzbe

Uvodni pojmovi
Diferencijalne jednadibe su jednadzbe oblika:
fl gy ™) =0 (1)

(ovdje je y = y(=)). dakle one koje sadrze osim same funkcije y(x) i njezine
derivacije.

Primjer 1 Dane su diferencijalne jednadzbe prvog, drugog i fetvrtog reda:
a) y + 2y —y* =0,

O T o A T TS
b) ay" + g5 — 2sinx 0,

¢) M — 2" + Vy+3z=0.

Iz primjera je jasno da je red diferencijalne jednadzbe jednak najvecem stup-
nju derivacije koja se u jednadzbi pojavljuje. Neka funkcija predstavlja rjeSenje
diferencijalne jednadzbe ako ju zadovoljava, tj. ako kad uvrstimo odgvarajuce
parametre s lijeve strane (1) s desne zaista dobijemo nulu.

Primjer 2 Provjerite da je funkcija y(x) = 5 rjesenje sljedece diferencijalne
jednadzbe: xy' = 2y.

Rjesenje: Imamo zy' — 2y = 0. U nasem primjeru je y'(x) = 10z. Sada
uvrstavamo nase funkcije u jednadzbu:

zy' —2y=gx- 105 -2- 572 = 1022 - 1022 =0
pa je y = ba? zaista rjeSenje dane dif. jednadzbe.
Zadatak 1 Provierite da li su navedene funkcije rjeSenja zadanih dif. jednadzbi:
a) y" = y? + o2, yla) = 1,
b) ¥ +y =0, ylx) = 3sinz — dcosx, gV AA

rl€s

o) y' — 2y +y =0, nu(x) = ze", pa(a) = 2% sTR. A%%.

d) (z+y)de + zdy =0, ylz) = C:;’J

Napomena: Kao i uvijek, vrijedi y' =
y + 22 = y isto §to i dy + xdx = yda.

Ako je zadana neka diferencijalna jednadzba, grafove njenih rjeSenja nazi-
vamo integralnim krivuljama. Ponekad su zadane porodice krivulja i zanima
nas koja je njihova pripadna dif. jednadzba. Nju nalazimo tako da jednadzbu
zadane porodice deriviramo dok ne dodemo u mogucnost konstante izrazimo
preko z, ¥, y'. ", . .. i time jednadzba familije krivulja postane oblika (1). Dakle,
moramo derivirati onoliko puta koliko imamo nezavisnih konstanti.

49 § to tako shvacamo pa je npr

dx

Primjer 3 Nadite diferencijalnu jednadzbu porodice parabola zadane s y(z) =
Caz?. Skicirajte tu porodicu.



Rjesenje: TraZimo prvo dif. jednadzbu, deriviramo jedanput (jer je jedna
konstanta) pa imamo:

Yy
o %
yi@=2Cz = C P
Sada to uvritavamo u pocetnu jednadzbu nasih krivulja da se rijesimo konstante

i dobivamo izraz: ,

y:l-—;x.'

2z
§to je trazena diferencijalna jednadiba te familije krivulja. Rije¢ je oito o svim
parabolama s tjemenom u ishodistu:
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Zadatak 2 Odredite diferencijalne jednadzbe sljedec¢ih familija krivulja i skici-
rajte te familije:

a) y(a) = Cx,

b) y(z) = Cilz — Ca)?, RIESTVO VA sk, {(oF. [ 10K,
¢) ylz) = Ce®,

d) 22 +y*=0C.

Separacija varijabli, homogene jednadzbe

Diferencijalne jednadzbe rjesavaju se razlicitim metodama. Mi éemo raditi samo
one najjednostavnije. Veéini tih metoda cilj je diferencijalnu jednadzbu na ovaj
ili onaj nadin (npr supstitucijom) svesti na oblik koji zovemo: diferencijalna
jednadzba sa separiranim varijablama. Taj oblik znamo direktno rijesiti.
Naime, kod separiranih varijabli imamo situaciju da se jednadzba moze zapisati
ovako:
y' = a()f(z)

gdje funkcija g ima za varijablu samo y, a funckija f samo x (otuda i naziv
"separirane varijable"). Sada g(y) prebacujemo na suprotnu stranu a y' za-
pisemo kao ,%_"l{ i dobivamo:

1 dy

mm = flz) = dy Fla)de.
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Zadnju jednakost mozemo sada integrirati i dobiti rjeSenje.
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Primjer 4 Rijesite diferencijalnn jednadzbu: ryy' =1 - 22
Rjesenje: To je otito slutaj separiranih varijabli, imamo:

: 1 1-4a?
' g ’
g — = = —_ — -
xyy L= Y = =
paje gly) = ’; a flx) = “fz. Prebacujemo g na suprotnu stranu i integriramo:
1—z? /’ 1 —a2
= e = ydy = .
ydy ——da / ydy ——
Rijesimo integrale i dobivamo:
2 2
% =z~ =+C.

Obiéno rjedenja i ostavljamo u ovakvom implicitnom obliku jer je eksplicitni
oblik ponekad nemogude dobiti. Rjesenje koje je u implicitnom obliku nazivamo
jot i integralom jednadZzbe. Gornja konstanta C' upucuje na to da imamo
titavu familiju rjesenja ustvari. Njihovi grafovi daju gore spomenute familije
integralnih krivulja.

Zadatak 3 Rijesite sljedece diferencijalne jednadZbe sa separiranim varijablama:

a) =y —y=1"

b) ¥ =-1%,

¢) y'sinz = ylny,#ﬁﬂe’ggvo 4 STR. A F
d) (tanz)dy — ydz = 0.

Kao &to vidimo, rieenja diferencijalnih jednadzbi prvog reda nisu jedinstvena
ve¢ imamo jednu proizvoljnu konstantu (vidi i kod integralnih krivulja, dobijemo
gitavu porodicu njih). Ako uzmemo jednadzbu drugog reda, dobit éemo dvije
proizvoljne konstante, za onu treceg reda tri itd. Stoga rjesenja dif. jednadzbe
zovemo i opéim rjefenjem. Ako Zelimo jedinstveno rjesenje, moramo dodati
neke zahtjeve kao §to su vrijednosti rjesenja y = y(x) (ili neke njegove derivacije)
u nekoj specijalnoj totki. Da bi imali jedinstveno rjegenje, tih uvjeta mora biti
koliki je stupanj jednadZbe i oni se zovu podetni uvjeti. RjeSenje koje njih
zadovoljava zove se partikularno rjefenje.

Primjer 5 Nadite partikularno rjetenje koje zadovoljava sljedece pocetne uvjete:
(14+e*) -y y=e" yl)=1

Rjesenje: Rjesavamo prvo zadanu diferencijalnu jednadzbu:

dy _

. : L
L+e8)oy -y =e* = =
( Vuy de py '1+¢*

pa slijedi:

e* 2
fyd‘y=/1+exd£ = 3 =In(1 +e*) + C.



Koristimo pocetni uvjet da odredimo konstantu C:

e
%:‘uéo):ln(l +ey+C=m2+C = C=%—ln2

i trazeno partikularno rjefenje je:

= ]
% = In(1 +€*) + 3 In2.

Zadatak 4 Nadite partikularno rjesenje koje zadovoljava sljedece pocCetne
uvjete:

a) (wy? +w)dz + (ay — y)dy =0, y(0) =1.
[ b) ¢ sinz = ylny, y(Z) =1, =» Rl ESENO M STE. &
LC) y=-% yl)=2

Prijedimo sada na novu grupu jednadzbi kao primjer jednadzbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandzbe sa separiranim varijablama: ho-
mogene diferencijalne jednadzbe. To su one jednadzbe koje mozemo za-
pisati u sljedecem obliku:

v=1(%). (@)

Supstitucija je y = u-x gdje je u = u(x) nova nepoznata funkcija i onda imamo
y=u'-z+u

Primjer 6 Nadite opée rjesenje jednadzbe y=4%-1
Rjesenje: OCito je rije¢ o homogenoj jednadzbi (2) gdje je f(t) =t — 1.
Uvodimo supstituciju y = ux i dobivamo:

s 1
v zH+u=u—-1 = U =-—--—
=

odnosno -
fdu: ﬁ[;d:c =u=—Inz+InC.

Sadaje y=u-z=(-Inz+ InC)z = el €.

Primjer 7 Za jednadzbu (z* + y*)de = 2aydy nadite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz tocku (4,0) odnosno (1, 1).

Rjesenje: Imamo:
a2 & T
(&+5)=zl52)
Ty Y 2\y =«

To je homogena jednadzba (2) za f(1) = é(i&‘1 +1). Supstitucija y = u -z nam
daje:

B3| =

(«® + yP)de = 2wydy = ¥ =

Tl —u?
-u’-u:+'u=—(4+-;‘) = Waseesu = Y e 2
u .



ZAVA TA 3,‘19 VA STRAM 414

a Ak &-:a[ ,&ma
i{& Kpisn K. * Jﬂ”} 0{2( __‘._
Jx B

\) S’Ftcum,m gt,ucAJg,//
dy _ 4=/ [
LA 5} B
/ ﬂ,:& g Lo 3”
J=1

@"8 diaals

Lty i < o

o lallyl Aalem k]

e

by [ W, '@D
Z«g —_—.Dfam(f) . q%)z epfaow(’:f) ELSPUCI 72

SEDMEp 384

6{ - upi STRAMA 58, o
—— - tremE o 1L j“ pa
{g’,x"‘dz e _’_Jﬁ f S‘ =4, /(—/ &/fw /‘f‘C

<

M 4+£€



LAOATRIE 4, b) MA STRAM 417

g reghy gE
;{ VIDI RIESENM|E

|
[|  2AvATKA D c)
[, M SRAM ATF,

g
begy = Dt (%)

UVRETIMO 7



