Koristimo potetni uvjet da odredimo konstantu C:

2 1
% = y‘EOJ =ln(l1+e")+C=m2+C = C= 5~ In2

i trazeno partikularno rjeSenje je:

(V]

¥y + T -‘_1_
) =In(l +€") = 3 In2.

Zadatak 4 Nadite partikularno rjeSenje koje zadovoljava sljedece pocetne
uvjete:

/a) (zy? + z)de + (ey — y)dy =0, y(0) =1,

by yfsinz = yiny, y(5) =1, =p RlESTVO Mt STR. 444
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Prijedimo sada na novu grupu jednadzbi kao primjer jednadzbi koje se jed-
nostavnom supstitucijom svode na jednandzbe sa separiranim varijablama: ho-
mogene diferencijalne jednadzbe. To su one jednadzbe koje mozemo za-
pisati u sljedecem obliku:

¢ =1(%). (@)

Supstitucija je y = u -z gdje je u = u(x) nova nepoznata funkeija i onda imamo
’ !
Y = pa

Primjer 6 Nadite opce rjeSenje jednadzbe y' = £ — 1.
Rjesenje: Ogito je rije¢ o homogenoj jednadzbi (2) gdje je f(t) = ¢ — 1.
Uvodimo supstituciju y = we i dobivamo:

weoptu=u—-1 = u=-=

fdu=-~/%rh: =u=—Inz+InC,

Sadajey=u-z=(-lnz+mCz=zn€.

odnosno

Primjer 7 Za jednadzbu (x* + y*)de = 2rydy nadite porodicu integralnih
krivulja i izdvojite one krivulje koje prolaze kroz totku (4,0) odnosno (1,1).
Rjesenje: Tmamo:

- - 1 e 2 ’ .
(2 +y*)de =2zydy = o' =< Epd e L% + &)
2 \zy xy 2\y =

To je homogena jednadzba (2) za f(t) = %(t“ +1). Supstitucija y = v - x nam
daje:

11 1 — u?
u'-.r-i-u:;j(—-‘ru) = u-ao=—--u = u'-z::l-l ik
i :



Stoga imamo:

1= 2

/-—u—--duzl iz = —%In[l—uz) = %!n:u—ln(j’ = In(1-4?) = - In{z)+InC
x

pa je 1— € = u? sto daje: ‘IL; =1-€ = P=22-Cz Jerje C proizvoljna
konstanta, mozemo to zapisati i ovako: y* = 22—2Cz = (2-C)*—y* =C2
Integralne krivulje su otito hiperbole:

Nadimo sada integralnu krivulju koja prolazi totkom (4,0). To je ustvari graf
rjeSenjak koje zadovoljava potetni uvjet y(4) = 0. Kad to uvrstimo u opée
rjeSenje dobivamo:

4-CP -y*4)=C* = (4-CP=C* = 16-8C=0

sto znati da je C' = 2, odnosno rije¢ je o hiperboli (z — 2)? — 3 = 4:

Drugi poetni uvjet nam daje y(1) = 1 pa za konstantu C' dobivamo:
A-CP-*(1)=C* = (1-C)PF-1=C*

iz ¢ega slijedi C' = 0. Ovaj put dobivamo z* — y* = 0 degeneriranu hiperbolu,
ito su ustvari pravel y = +u:

(5}
\
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Zadatak 5 Integrirajte diferencijalne jednadibe:

x+
a) y = -
= — ‘({q.
b) (x - y)yde — a?dy =0, 2 R(/EStMO M- STR
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d) ady — yde = /22 + y2dc. 7 —{{— (& 4 ;

Linearne diferencijalne jednadzbe prvog reda

Diferencijalun jednadzbu oblika:
¥ + Plz)y = Q(x) (3)

nazivamo linearnom (jer sadri samo y i y' a ne i neke druge ¢lanove kao npr y*
ili siny). Da bi njih rijesili koristit ¢emo novu metodu koju nazivamo metoda
varijacije konstanti. Ona se bazira na sljedeéem:

1) rijesimo prvo pripadnu homogenu jednadzbu odunosno
¥ + Pla)y = 0.
Kao 5to vidimo, to je slu¢aj varijable sa separiranim varijablama pa dobi-
vamo "
?y =-Plz)dzr = Iny= —jP(m)d.r +InC.
Stoga je rjefenje homognene jednadzbe:
y= C e I .F"{.‘::]du. (4)

2) Rjesenju homogene jednadzbe moramo nekako dati slobodu mijenjanja da

ga mozemo prilagoditi nehomogenoj jednadzbi. Posto je jedino € u (4)

proizvoljan, od njega napravimo funkeiju C(2) pa éemo rjeSenje nehomo-

gene traziti u obliku y(x) = C(z)e=J P4 Zelimo da ono zadovoljava
{3) pa nam treba i njegova derivacija:

y'(z) = C'(z)e~ ] P _ O(z)P(z)e~ | Pls)d=,
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