
11

OSNOVE  ELEKTROTEHNIKEOSNOVE  ELEKTROTEHNIKE II II 
PredavanjaPredavanja

Autor: Autor: mr. sc. Milica Pumr. sc. Milica Pužžarar

LiteraturaLiteratura::

Pinter, V.: Osnove elektrotehnike, Knjiga druga, Tehnička knjiga, Zagreb, 
1989.

Felja, Koračin: Zbirka zadataka i riješenih primjera iz osnova elektrotehnike, 
1 i 2 dio, Školska knjiga, Zagreb, 1985.    

Dopunska lDopunska literaturaiteratura::

Kuzmanović, B.,  Osnove elektrotehnike I i II, Element, Zagreb, 2001.

Pužar, M., Osnove elektrotehnike II, predavanja, Elektrotehnički fakutet 
Osijek, 2005. 

Vremenski promjenljive struje i Vremenski promjenljive struje i 
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� Ukapčanje induktivnog svitka na naponski izvor
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Kod prikljuKod priključčka svitka na istosmjerni napon dobivamo ka svitka na istosmjerni napon dobivamo 
promjenljivu struju.promjenljivu struju.

Zbog induktiviteta Zbog induktiviteta struja ne mostruja ne možže trenutno poprimiti e trenutno poprimiti 
vrijednost određenu otporom vrijednost određenu otporom RR..

Vremenska ovisnost struje (Osnove elektrotehnike I):Vremenska ovisnost struje (Osnove elektrotehnike I):
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Ovisnost struje o vremenu pri ukapčanju električnog kruga

s otporom i induktivitetom 

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE 
I NAPONI                                            

Priključak svitka

vremenska konstanta
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OpOpććenito:enito: struje i naponi mogu se mijenjati na razlistruje i naponi mogu se mijenjati na različčite ite 
nanaččine.ine.

Govorimo o vremenski promjenljivim veliGovorimo o vremenski promjenljivim veliččinama.inama.

Promjenljiva struja je ona struja Promjenljiva struja je ona struja ččija se jakost mijenja s ija se jakost mijenja s 
vremenom.vremenom.

Promjenljiv napon je onaj napon Promjenljiv napon je onaj napon ččiji se iznos mijenja s iji se iznos mijenja s 
vremenom.vremenom.

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

AnalitiAnalitiččki izrazi za promjenljive veliki izrazi za promjenljive veliččine:ine:

–– promjenljiva struja promjenljiva struja ii::

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

)(tfi ====

–– promjenljiva elektromotorna sila promjenljiva elektromotorna sila ee:: )(tfe ====

–– promjenljiv napon promjenljiv napon uu:: )(tfu ====

Sve promjenljive veliSve promjenljive veliččine moine možžemo prikazati i grafiemo prikazati i grafiččki.ki.

[[[[ ]]]]Ai

0 [[[[ ]]]]st

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

Grafički prikaz promjenljive struje

)( 0ti

0t

)(tii ====
Promjenljive struje i naponi uzrokuju u elektriPromjenljive struje i naponi uzrokuju u električčnim nim 
krugovima promjenljiva elektrikrugovima promjenljiva električčna i magnetska polja.na i magnetska polja.

Struje i naponi su opStruje i naponi su opććenito neperiodienito neperiodiččke funkcije ke funkcije 
vremena.vremena.

TehniTehniččki ki najvanajvažžniji su struje i naponi koji su periodiniji su struje i naponi koji su periodiččke ke 
funkcije vremena.funkcije vremena.

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

Promjenljiva struja Promjenljiva struja ili napon ili napon momožžee u svakom trenutku u svakom trenutku 
imati drukimati drukččiju vrijednost iju vrijednost -- momožže i mijenjati smjer.e i mijenjati smjer.

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

PeriodiPeriodiččki promjenljive struje i ki promjenljive struje i 
naponinaponi

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

Periodički promjenljiva istosmjerna struja

]A[i

0 [[[[ ]]]]st
T

)(tii ====

)(tf

,...2,1,0),()()( ====++++====++++==== kkTtfTtftf

MatematiMatematiččki izrazki izraz::

T
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VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE
I NAPONI 

Periodički promjenljive struje i naponi

Kod periodiKod periodiččki promjenljive struje (nki promjenljive struje (napona) se napona) se nakon akon 
određenog vremena oblik ponavljaodređenog vremena oblik ponavlja..

Perioda Perioda TT [s][s] -- vremenski interval, nakon kojeg se vremenski interval, nakon kojeg se 
oblik periodioblik periodiččke velike veliččine poine poččne ponavljati.ne ponavljati.

Frekvencija Frekvencija f f [Hz][Hz] -- broj broj 
perioda   u jedinici vremenaperioda   u jedinici vremena::

T
f

1
====

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

[[[[ ]]]]Ai

0 [[[[ ]]]]st

)(tii ====

Periodički promjenljiva izmjenična struja

TT

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

Srednja vrijednost funkcije

y

0 x
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� Srednja vrijednost (matematička) funkcije
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VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

Srednja vrijednost struje
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)(tii ====
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srednja vrijednost 
struje
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T
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sr d)(
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T

ttu
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0

sr d)(
1

srednja vrijednost napona

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi
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Srednja vrijednost struje sinusoidalnog oblika
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Isrednja vrijednost 
sinusoidalne struje

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

� Srednja elektrolitska vrijednost struje i napona 

Periodički promjenljiva struja

T
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∫∫∫∫====
T

ttu
T

U
0

a d)(
1

srednja elektrolitska vrijednost napona

negativne dijelove funkcije 
pretvorimo u pozitivne
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[[[[ ]]]]∫∫∫∫========
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VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

� Efektivna vrijednost struje i napona 

Periodička promjena kvadratne funkcije struje

T

)(
22

tii ====
2i

0 [[[[ ]]]]st

2
I

efektivna
vrijednost struje

∫∫∫∫========
T

ttu
T

UU
0
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ef d)(
1

efektivna vrijednost napona

[[[[ ]]]]∫∫∫∫====
T

ttiTI
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22
d)(

Ako se struja mijenja s konstantnom frekvencijom, u Ako se struja mijenja s konstantnom frekvencijom, u 
svakom svakom ćće periodu e periodu TT izvrizvrššeni rad eni rad AA biti jednak:biti jednak:

Efektivna vrijednost periodiEfektivna vrijednost periodiččki promjenljive strujeki promjenljive struje je je 
ona vrijednost istosmjerne struje ona vrijednost istosmjerne struje II konstantogkonstantog iznosa iznosa 

koja bi u istom periodu koja bi u istom periodu TT izvrizvrššila jednaku koliila jednaku količčinu inu 
rada.rada.

∫∫∫∫====
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efektivna
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⇒⇒⇒⇒

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

Efektivna vrijednost periodiEfektivna vrijednost periodiččki promjenljive struje :ki promjenljive struje :

∫∫∫∫====
T

ti
T

I
0

2d
1

Ovaj izraz vrijedi za bilo kakvu periodiOvaj izraz vrijedi za bilo kakvu periodiččki promjenljivu ki promjenljivu 
veliveliččinu.inu.

EfektivnaEfektivna vrijednostvrijednost izmjeniizmjeniččne struje ne struje sinusoidalnogsinusoidalnog
oblika: oblika: 

2

mII ====

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Periodički promjenljive struje i naponi

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

PeriodiPeriodiččna funkcija na funkcija f(x)f(x) s periodom s periodom TT momožže se toe se toččno no 
ili pribliili približžno zamijeniti trigonometrijskom sumom:no zamijeniti trigonometrijskom sumom:

(((( )))) ++++++++++++++++++++==== xnaxaxa
a

xs ωωωωωωωωωωωω cos...2coscos
2

n21
0

n

xnbxbxb ωωωωωωωωωωωω sin...2sinsin n21 ++++++++++++++++

T

ππππωωωω
2

====

Aproksimacija je najbolja ako za koeficijente Aproksimacija je najbolja ako za koeficijente aakk i i bbkk

uzmemo Fourierove koeficijente zadane funkcije:uzmemo Fourierove koeficijente zadane funkcije:
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PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

Konvergentni Fourierov red zadane funkcije Konvergentni Fourierov red zadane funkcije f(x)f(x)

dobijemo ako vrijedi:dobijemo ako vrijedi:

(((( )))) (((( ))))xsxs
x ∞∞∞∞→→→→

==== limn

Fourierov red zadane funkcije Fourierov red zadane funkcije f(x)f(x) momožžemo napisati i emo napisati i 
u obliku:u obliku:
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PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

�� Parna nesinusna funkcijaParna nesinusna funkcija

Parna nesinusna funkcija

)()( xfxf ====−−−−
MatematiMatematiččki izrazki izraz::
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Fourierovi koeficijenti nema sinusnih članova 
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PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

�� Neparna nesinusna funkcijaNeparna nesinusna funkcija

Neparna nesinusna funkcija

)()( xfxf −−−−====−−−−
MatematiMatematiččki izrazki izraz::
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Fourierovi koeficijenti 

0k ====a ,...2,1,0====k

T

nema kosinusnih članova 

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

�� Efektivna vrijednost periodiEfektivna vrijednost periodiččki promjenljive strujeki promjenljive struje

(((( )))) (((( )))) ...sin...sin nnm11m0 ++++++++++++++++++++++++==== ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω tnItIIi

Fourierov red struje 
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Efektivna vrijednost struje

(((( )))) (((( )))) ...sinsin2 1
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(((( ))))[[[[ ]]]] (((( ))))++++++++++++++++++++ nnm11m0 sinsin2 ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω tnItII

(((( )))) ...sin n
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nm ++++++++++++ ϕϕϕϕωωωω tnI

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

Efektivna vrijednost periodiEfektivna vrijednost periodiččki promjenljive strujeki promjenljive struje
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Efektivna vrijednost struje

(((( )))) (((( )))) ...sinsin2 1
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1m11m0
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0 ++++++++++++++++++++ ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω tItIII

(((( ))))[[[[ ]]]] (((( ))))++++++++++++++++++++ nnm11m0 sinsin2 ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω tnItII

(((( )))) ...sin n

22

nm ++++++++++++ ϕϕϕϕωωωω tnI

Pod korijenom dobijemo sumu integrala od kojih su neki jednaki nuli:

(((( )))) 0dsin2
0

nnm0 ====++++∫∫∫∫
T

ttnII ϕϕϕϕωωωω

(((( )))) (((( )))) 0dsinsin2
0

nknmkm ====++++++++∫∫∫∫
T

ttntkII ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω
nkza ≠≠≠≠

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

Efektivna vrijednost strujeEfektivna vrijednost struje

Pod korijenom preostanu samo članovi oblika:

(((( )))) ====++++∫∫∫∫
T

ttnI
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nm dsin ϕϕϕϕωωωω

(((( ))))[[[[ ]]]] ====++++−−−−==== ∫∫∫∫
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1
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Maksimalna vrijednost n-tog člana - harmonika struje

nnm 2 II ==== ⇒⇒⇒⇒ 2

n

2

nm 2 II ====

Izraz pod korijenom glasi:
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1 2
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efektivna vrijednost n-tog harmonika struje
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0 ...... IIIII

Efektivna vrijednost periodične nesinusne struje

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE

�� Snaga Snaga 
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Fourierov red napona 

Fourierov red struje 
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Trenutna vrijednost snage 
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Srednja snaga 
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PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE
SnagaSnaga

Srednja snaga 
tiIuU
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P d
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�akon integriranja ostanu samo članovi

Sljedeći integrali su jednaki nuli:
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efektivna vrijednost n-tog harmonika napona

efektivna vrijednost n-tog harmonika struje
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∑∑∑∑
∞∞∞∞

====

++++====
1n

n00 PIUP

snaga n-tog harmonika napona i struje

PERIODIPERIODIČČNE NESINUSNE VELINE NESINUSNE VELIČČINEINE
SnagaSnaga

Srednja snaga 

(((( ))))∑∑∑∑
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====

−−−−++++====
1n

inunnn00 cos ϕϕϕϕϕϕϕϕIUIUP

snaga istosmjernog napona i struje

Snaga kod nesinusne struje i napona jednaka je 
zbroju snaga što je daju struje i naponi iste frekvencije 

i snage istosmjerne struje

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI

IzmjeniIzmjeniččne strujene struje

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Izmjenične struje

IzmjeniIzmjeniččna struja na struja -- periodiperiodiččki promjenljiva struja koja ki promjenljiva struja koja 
mijenja iznos i smjer strujanja.mijenja iznos i smjer strujanja.

NaroNaroččito su zanimljive one struje ito su zanimljive one struje ččije su pozitivne i ije su pozitivne i 
negativne povrnegativne površšine u vremenskom dijagramu ine u vremenskom dijagramu 
jednake.jednake.

Posljedica Posljedica -- rezultantna kolirezultantna količčina protjecanog naboja ina protjecanog naboja 
QQ za vrijeme jedne periode za vrijeme jedne periode TT jednaka je nuli.jednaka je nuli.

VREMENSKI PROMJENLJIVE STRUJE I NAPONI                          
Izmjenične struje

Q++++

Izmjenična struja
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VREMENSKI PROMJENLJIVE 
STRUJE I NAPONI

Izmjenične struje
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trenutna struja

naboj u vremenu 
od t1 do t2

naboj u polovici 
poluperiode struje

Elementi mreža
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Otpornik, kondenzator i prigušnica 

ELEMENTI MREŽA ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

� Svojstva elemenata mreže

� Otpor okrugle žice

vodič
l

S
presjek vodiča

duljina vodiča

elektrielektriččnana vodljivostvodljivost
l

S

R
G κκκκ========

1

elektrielektriččnini otporotpor

S

l
R ρρρρ====

specifični 

električni otpor

specifična 

električna vodljivost

� Kapacitet pločastog kondenzatora

kondenzator

S
površina ploče

razmak između ploča

kapacitetkapacitet

d

S
C εεεε====

dielektična 

konstanta

ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

r0εεεεεεεεεεεε ====

d

S

m

22
22

R

/

l

a
/

l

S
/L ========≅≅≅≅

ππππ
µµµµµµµµ

� Induktivitet prigušnice okruglog presjeka

prigušnica

površina presjeka

duljina svitka

induktivitetinduktivitet

permeabilnost

ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

l

Sa2

promjer
svitka

magnetski otpor

broj zavoja /

� Realni elementi

ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Otpornici, kondenzatori i priguOtpornici, kondenzatori i priguššnice mogu se za nice mogu se za 
izmjeniizmjeniččnu struju nadomjestiti shemom:nu struju nadomjestiti shemom:

R

C

L

kapacitet

otpor induktivitet

ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Svojstva dobrog otpornika:Svojstva dobrog otpornika:

RLR ωωωω>>>>>>>>

Uvjet je ispunjen Uvjet je ispunjen kod istosmjerne struje i za niske kod istosmjerne struje i za niske 
frekvencije kod izmjenifrekvencije kod izmjeniččne strujene struje..









C
R

ωωωω
1

<<<<<<<<

kružna frekvencija
idealni otpor
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Realni elementiRealni elementi

ELEMENTI MREELEMENTI MREŽŽAA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Svojstva dobre priguSvojstva dobre priguššnice:nice:

RL >>>>>>>>ωωωω

Kod priguKod priguššnice obinice običčnono otpor nije zanemariv.otpor nije zanemariv.

C
L

ωωωω
ωωωω

1
<<<<<<<<

L

realna prigušnica

idealni induktivitet

radni otpor zavojnice

RL









Realni elementiRealni elementi

ELEMENTI MREELEMENTI MREŽŽAA

L
C

ωωωω
ωωωω

<<<<<<<<
1

Kod kondenzatora obiKod kondenzatora običčnono izolacija nije dobra.izolacija nije dobra.

R
C

<<<<<<<<
ωωωω
1

realni kondenzator

C
radni otpor izolacije

idealni kapacitet

idealni kapacitet

R

C

Svojstva dobrog kondenzatora:Svojstva dobrog kondenzatora:

� Jednostavan strujni krug

R

I
žičana petlja

R

E
I ====

istosmjerna struja

istosmjerno napajanjeistosmjerno napajanje

Kod istosmjernog napajanja stanje u krugu određuje Kod istosmjernog napajanja stanje u krugu određuje 
radni otporradni otpor..

+

-E

radni otpor žice

ELEMENTI MREŽA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Jednostavan strujni krugJednostavan strujni krug

R

radni otpor žice

0≠≠≠≠⇒⇒⇒⇒<<<<<<<< Lf ωωωω

ulančeni magnetski tok

izmjeniizmjeniččno napajanje niske frekvencijeno napajanje niske frekvencije

, L
induktivitet žice

iL====ΨΨΨΨ

B
v

Kod izmjeniKod izmjeniččnog napajanja niske frekvencije stanje nog napajanja niske frekvencije stanje 
u krugu određuju radni otpor i induktivitetu krugu određuju radni otpor i induktivitet..

žičana petlja

i

u
+

-

ELEMENTI MREELEMENTI MREŽŽAA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Jednostavan strujni krugJednostavan strujni krug

R

izmjeniizmjeniččno napajanje visoke frekvencijeno napajanje visoke frekvencije

žičana petlja

C
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

<<<<<<<<⇒⇒⇒⇒>>>>>>>>
C

f
ωωωω
1

Kod napajanja visoke frekvencije stanje u krugu Kod napajanja visoke frekvencije stanje u krugu 
određuju radni otpor i kapacitetodređuju radni otpor i kapacitet..

Pojave:Pojave: –– skin efektskin efekt

–– zrazraččenje.enje.

kapacitet među vodičima

u
+

-

i

radni otpor žice

ELEMENTI MREELEMENTI MREŽŽAA Otpornik, kondenzator i prigušnica

Prijelazne pojavePrijelazne pojave
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PRIJELAZNE POJAVE

�Stacionarno stanje

Stacionarno stanje u mreStacionarno stanje u mrežži i -- određuju izvori  određuju izvori 
napajanja napajanja vremenski konstantnog iznosa i oblika vremenski konstantnog iznosa i oblika 
naponanapona (struje).(struje).

i

0 t

I

Ovisnost struje o vremenu u stacionarnom stanju 
pri napajanju iz izvora konstantnog napona

Struje i naponi u svim Struje i naponi u svim 
dijelovima mredijelovima mrežže su e su 
stalni u vremenu. stalni u vremenu. 

PRIJELAZNE POJAVE

Stacionarno stanje u mreStacionarno stanje u mrežži i -- određuju i izvori  određuju i izvori 
napajanja napajanja sinusnog oblika naponasinusnog oblika napona (struje) uvijek (struje) uvijek iste iste 
frekvencijefrekvencije..

Ovisnost sinusne struje o vremenu u stacionarnom stanju

Struje i naponi u svim Struje i naponi u svim 
dijelovima mredijelovima mrežže su e su 
sinusne funkcije vremena sinusne funkcije vremena 
iste frekvencije. iste frekvencije. 

mI

π π2

i

0

tω

t
T

Ii
π2

sinm====

PRIJELAZNE POJAVE

Stacionarno stanje u mreStacionarno stanje u mrežži i -- određuju i izvori  određuju i izvori 
napajanja napajanja periodiperiodiččki promjenjivog naponaki promjenjivog napona (struje)  (struje)  
uvijek s istom periodom.uvijek s istom periodom.

Ovisnost periodički promjenljive struje o vremenu

Struje i naponi u svim Struje i naponi u svim 
dijelovima mredijelovima mrežže su e su 
periodiperiodiččke funkcije ke funkcije 
vremena s istom vremena s istom 
periodom. periodom. 

i

0 t

)(tii ====

T T

PRIJELAZNE POJAVE

Prijelazno stanje u mrePrijelazno stanje u mrežži i -- proces koji nastaje pri proces koji nastaje pri 
prijelazu iz jednog stacionarnog stanja u drugo.prijelazu iz jednog stacionarnog stanja u drugo.

�Prijelazno stanje

i

0 t

Ovisnost struje o vremenu između 2 stacionarna stanja

1I

2I

1t 2t

12 ttt −−−−====
trajanje prijelaznog stanja

PRIJELAZNE POJAVE

Stacionarno stanje Stacionarno stanje -- struje i naponi se odrede struje i naponi se odrede 
partikularnim rjepartikularnim rješšenjima diferencijalnih jednadenjima diferencijalnih jednadžžbi bi 
mremrežže.e.

Prijelazno stanje Prijelazno stanje -- struje i naponi se odrede potpunim struje i naponi se odrede potpunim 
rjerješšenjima diferencijalnih jednadenjima diferencijalnih jednadžžbi mrebi mrežže.e.

Diferencijalne jednadDiferencijalne jednadžžbe mrebe mrežžee momožžemo postaviti emo postaviti 
bilo kojom metodom za rjebilo kojom metodom za rješšavanje strujnih krugova:avanje strujnih krugova:

–– prema I i II Kirchhoffovom zakonuprema I i II Kirchhoffovom zakonu -- broj jednadbroj jednadžžbi je jednak bi je jednak 
broju grana mrebroju grana mrežže,e,

–– za konturne strujeza konturne struje -- broj jednadbroj jednadžžbi je jednak broju bi je jednak broju 
nezavisnih petlji mrenezavisnih petlji mrežže, itd.e, itd.

Prijelazna struja nastaje uvijek pri ukljuPrijelazna struja nastaje uvijek pri uključčenju ili enju ili 
iskljuisključčenju mreenju mrežže na napon ili zbog neke druge e na napon ili zbog neke druge 
promjene u mrepromjene u mrežži.i.

PRIJELAZNE POJAVE

Komutacija Komutacija -- bilo koja promjena u mrebilo koja promjena u mrežži:i:

–– ukapukapččanje ili iskapanje ili iskapččanje mreanje mrežže s izvora,e s izvora,

–– skokovita promjena parametara mreskokovita promjena parametara mrežže,e,

–– skokovita promjena prikljuskokovita promjena priključčenog napona:enog napona:

amplitude,amplitude,

frekvencije ili frekvencije ili 

faze.faze.

�Određivanje konstanti integracije iz početnih 

uvjeta
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PRIJELAZNE POJAVE

Pretpostavka:Pretpostavka:

–– promjena se događa trenutno                    promjena se događa trenutno                    ,,

–– komutacija traje konakomutacija traje konaččno vrijeme.no vrijeme.

s0∆ ====t

Promatramo:Promatramo:

–– popoččetak procesa u  etak procesa u  t = t = 0 s 0 s -- vrijeme komutacije,vrijeme komutacije,

–– vrijeme neposredno prije vrijeme neposredno prije t = t = --0 s0 s,,

–– vrijeme neposredno poslije vrijeme neposredno poslije t = +t = +0 s0 s..

Energije elektriEnergije električčnih i magnetskih polja se ne mogu nih i magnetskih polja se ne mogu 
trenutno promijeniti trenutno promijeniti -- trenutna snaga je konatrenutna snaga je konaččna na 
veliveliččina.ina.

PRIJELAZNE POJAVE

s0∆ ====t W∆

tpW ∆∆ ====
)0()0( −−−−====++++⇒⇒⇒⇒ WW

trajanje komutacije promjena energije 

za trajanja komutacije

energije prije i poslije 

komutacije su jednake

)0()0( −−−−−−−−++++==== WW

s0∆ ====t

0→→→→

PRIJELAZNE POJAVE

s0∆ ====t

2

2

C
e

uC
W ====

)0()0( CC −−−−====++++ uu

trajanje komutacije

energija električnog polja 

kondenzatora

Ws0∆ ====W

promjena energije za

trajanja komutacije

Za vrijeme komutacije ne mijenja se napon na Za vrijeme komutacije ne mijenja se napon na 
oblogama kondenzatora!oblogama kondenzatora!

napon na kondenzatoru

napon na kondenzatoru

prije i poslije 

komutacije je jednak

napon na kondenzatoru

kapacitet

PRIJELAZNE POJAVE

s0∆ ====t

2

2

L
m

iL
W ====

)0()0( LL −−−−====++++ ii

trajanje komutacije

energija magnetskog polja 

prigušnice

Ws0∆ ====W

promjena energije za

trajanja komutacije

Za vrijeme komutacije ne mijenja se struja kroz Za vrijeme komutacije ne mijenja se struja kroz 
prigupriguššnicu!nicu!

struja kroz prigušnicu

struja kroz prigušnicu

prije i poslije 

komutacije je jednaka

struja kroz prigušnicu

induktivitet

0R ====−−−−uE

PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak istosmjernog napona na otpor

E
+

-
RU=E

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

R

E
i ====

nije diferencijalna jednadžba!

s0++++====t
PoPoččetak:etak:

R

E
Ii ========

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

R

E
Ii ========

i

I
E

�ema prijelazne pojave jer nema akumulirane energije elektri�ema prijelazne pojave jer nema akumulirane energije električčnog i nog i 
magnetskog polja!magnetskog polja!

i

0 t

u

+

-
Ru



 0====−−−− iRE

Riu ====R

PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak istosmjernog napona na induktivitet

0
d

d
====−−−−

t

i
LE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

diferencijalna jednadžba!

s0++++====t
PoPoččetak:etak:

A0====i

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

A∞∞∞∞====i

U=E t

i
Lu
d

d
L ====









E
+

-

i +

- L

E

t

i
====

d

d

s0++++====t

L
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intCt
L

E
i ++++====

PRIJELAZNE POJAVE

0
d

d
====−−−−

t

i
LE

diferencijalna jednadžba!

s0++++====t

A0====i

i

0 t

E

Struja bi teoretski rasla u beskonaStruja bi teoretski rasla u beskonaččnost!nost!

L

E

t

i
====

d

d

u
i

t
L

E
i dd ====

t
L

E
i ====

konstanta

integracije

0int ====C

PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak istosmjernog napona na kapacitet

0C ====−−−− uE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

s0++++====t
PoPoččetak:etak:

A∞∞∞∞====i

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

A0====i

U=E Cu




E

s0++++====t

+

-

+

-

i

napon na kondenzatoru

C

PRIJELAZNE POJAVE

i

0 t

E

Struja bi teoretski imala skok u beskonaStruja bi teoretski imala skok u beskonaččnost!nost!

u
)(ti

integralna jednadžba!

0d
C

1
====−−−− ∫∫∫∫ tiE

CuCq ====

naboj na kondenzatoru

Diferenciramo po t

t

q
i

d

d
====

t
uCq

d

d
C====

t

u
C

t

q

d

d

d

d C====

t

u
Ci

d

d C====

∫∫∫∫==== ti
C

u d
1

CDrugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

Pretpostavka: u vremenu komutacije Pretpostavka: u vremenu komutacije ∆∆tt tetečče stalna e stalna 

struja struja II00..

PRIJELAZNE POJAVE

i

0 t

0I

t∆

Q
ECQ ====

kapacitet kondenzatora
napon na kondenzatoru

naboj na kondenzatoru
tIQ ∆0====

PovrPovrššina ostaje ista bez obzira na veliina ostaje ista bez obzira na veliččinu inu ∆∆tt!!

0∆ →→→→t

QtI ====∆0

∞∞∞∞→→→→0I

Prijelazne pojave u mrePrijelazne pojave u mrežži si s
otporom i induktivitetomotporom i induktivitetom

PRIJELAZNE POJAVE

t

i
Lu
d

d
L ====









PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak prigušnice na istosmjerni napon

0
d

d
====−−−−−−−−

t

i
LRiE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

diferencijalna 

jednadžba!

s0++++====t
PoPoččetak:etak:

A0====i

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

R

E
Ii ========

+

-

s0++++====t

radni otpor prigušnice

induktivitet prigušnice

+ -

U=EE
+

-

R 

L

i
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PRIJELAZNE POJAVE

E
t

i
LiR ====++++
d

d

R

E

t

i

R

L
i ====++++

d

d

podijelimo s R

Struja i' nakon

prijelazne pojave

Vremenska

konstanta ττττ

'
d

d
i

t

i
i ====++++ττττ

Partikularno rješenje

nehomogene 

diferencijalne jednadžbeR

E
i ===='

Homogena diferencijalna jednadžba

0
d

''d
'' ====++++

t

i
LRi t

L

R

Aei
−−−−

====''
Opće rješenje

PRIJELAZNE POJAVE

Homogena diferencijalna jednadžba

0
d

''d
'' ====++++

t

i
LRi

podijelimo s i''

0''dd'' ====++++ iLtiR

0
''

''d
d ====++++

i

i
LtR

integriramo

int
''

''d
d C

i

i
LtR ====++++ ∫∫∫∫∫∫∫∫

t
L

R

eAi
−−−−

====''
Opće rješenje

konstanta integracije

Konstantu integracije odredimo iz poKonstantu integracije odredimo iz poččetnih uvjeta!etnih uvjeta!

pomnožimo s dt

PRIJELAZNE POJAVE

''' iii ++++====

Ukupna struja prijelazne pojave

trajna struja

prijelazna struja

t
L

R

Ae
R

E
i

−−−−
++++====

0=t

0=i

A
R

E
++++====0

R

E
A −−−−====









−−−−====

−−−− t
L

R

e
R

E
i 1

Ukupna struja prijelazne pojave

PRIJELAZNE POJAVE

i

0 t

REI =

I









−=

−
ττττ
t

eIi 1

ττττ

R

L
=ττττ

Ovisnost struje o vremenu pri ukapčanju prigušnice na istosmjerni napon

Struja poprimi konaStruja poprimi konaččnu vrijednost praktinu vrijednost praktiččki nakon 5ki nakon 5--6 6 ττ..

L
+

-

R

PRIJELAZNE POJAVE

�Kratko spajanje prigušnice 

s0++++====t

E

0
d

d
====−−−−−−−−

t

i
LRiE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

diferencijalna

jednadžba!

s0++++====t

PoPoččetak:etak:

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

Ii ==== V0====E

Elektromotorna sila u krugu

A0====i

t

i
Lu
d

d
L ====









i

0
d

d
====−−−−−−−−

t

i
LRiE

V0====E

Elektromotorna 

sila u krugu

Diferencijalna jednadžba

0
d

d
0 ====−−−−−−−−

t

i
LRi

podijelimo s i''

0''dd'' ====++++ iLtiR

integriramo

int
''

''d
d C

i

i
LtR ====++++ ∫∫∫∫∫∫∫∫

pomnožimo s dt

0
''

''d
d ====++++

i

i
LtR

t
L

R

Aei
−−−−

====''
Opće rješenje

konstanta integracije

Konstantu integracije odredimo iz poKonstantu integracije odredimo iz poččetnih uvjeta!etnih uvjeta!

PRIJELAZNE POJAVE
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PRIJELAZNE POJAVE

''' iii ++++====

Ukupna struja prijelazne pojave

prijelazna struja

t
L

R

Aei
−−−−

++++==== 0 0=t

Ii ====

AI ==== IA ====

Ukupna struja prijelazne pojave

t
L

R

eIi
−−−−

====

PRIJELAZNE POJAVE

i

0 t

ττττ
t

Iei
−−−−

====

ττττ

R

L
=ττττ

Ovisnost struje o vremenu pri iskapčanju prigušnice s istosmjernog napona

Struja nestane praktiStruja nestane praktiččki nakon 5ki nakon 5--6 6 ττ..

REI =

I

PRIJELAZNE POJAVE

Sva energija magnetskog polja priguSva energija magnetskog polja priguššnice se pretvori u toplinu u nice se pretvori u toplinu u 
otporu!otporu!

Energija utrošena u otporu

tRiW d
0

2

g ∫∫∫∫
∞∞∞∞

====

t
L

R

eIi
−−−−

====

teRI

t

d
0

2

2 ∫∫∫∫
∞∞∞∞

−−−−
==== ττττ

2

2

1
IL====

Struja prijelazne pojave

PRIJELAZNE POJAVEPRIJELAZNE POJAVE

� Iskapčanje prigušnice i voltmetra

s0++++====t

E

(((( )))) 0
d

d
0 V ====−−−−++++−−−−

t

i
LRRi

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

diferencijalna jednadžba!

s0++++====t

PoPoččetak:etak:

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

R

E
Ii ========

V0====E

Elektromotorna sila u krugu

+

-

+ -

A0====i

L
+

-

R

i

R

E
Ii ========

Stacionarna struja kroz prigušnicu

i

RV
t

i
Lu
d

d
L ====









PRIJELAZNE POJAVE

(((( )))) 0
d

d
V ====++++++++

t

i
LRRi

diferencijalna jednadžba!

Rješenje

ττττ
t

eIi
−−−−

====
R

E
I ====

VRR

L

++++
====ττττ

/apon na voltmetru

VVV )0( R
R

E
iRU ====++++====

Ako je R<<RAko je R<<RVV , napon na voltmetru je jako velik, i mo, napon na voltmetru je jako velik, i možže doe doćći do i do 
proboja izolacije voltmetra!proboja izolacije voltmetra!

PRIJELAZNE POJAVE

�Trenutna promjena parametara mreže

s0++++====t

R

E
Ii ======== 1

Stacionarna struja u 1. krugu

E

+

-

+ -

L
R0R

+
-

i

E

+

-

+ -

L
R0R

+
-

i + -

t

i
Lu
d

d
L ====





t

i
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d
L ====
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2
RR

E
Ii

++++
========

Stacionarna struja u 2. krugu
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PRIJELAZNE POJAVE

(((( )))) 0
d

d
0 ====−−−−++++−−−−

t

i
LRRiE

''' iii ++++====

ukupna struja prijelazne pojave

trajna struja prijelazna struja

0

2'
RR

E
Ii

++++
========

ττττ
t

eAi
−−−−

====''
0RR

L

++++
====ττττ

konstanta integracije

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

s0++++====t

PoPoččetak:etak:

s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

R

E
Ii ======== 1

0

2
RR

E
Ii

++++
========

diferencijalna jednadžba!

PRIJELAZNE POJAVE

Početni uvjet

ττττ
t

eAIi
−−−−

++++==== 2

(((( )))) 





========++++

++++====

R

E
Ii

t

10

0

Struja prijelazne pojave

2121 IIAAII −−−−====⇒⇒⇒⇒++++====

(((( )))) ττττ
t

eIIIi
−−−−

−−−−++++==== 212

Rješenje

i

0 t

REI ====1

1I

(((( )))) ττττ
t

eIIIi
−−−−

++++++++==== 212

ττττ

0RR

L

++++
====ττττ

2I (((( ))))02 RREI ++++====

A odredimo iz početnog uvjeta

PRIJELAZNE POJAVE

Prijelazne pojave u mrePrijelazne pojave u mrežži si s
otporom i kapacitetomotporom i kapacitetom

PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak napona na krug s otpornikom i 

kapacitetom

0C ====−−−−−−−− uRiE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

s0++++====t
PoPoččetak:etak:

Eui ======== C0s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

0C ============ u
R

E
Ii

Cu








napon na kondenzatoru

diferencijalna jednadžba!

s0++++====t

+ -

E

R

U=E
+

-
C
+

-

i

PRIJELAZNE POJAVE

CuCq ====

naboj na kondenzatoru

diferenciramo po t

t

q
i

d

d
====

t
uCq

d

d
C====

t

u
C

t

q

d

d

d

d C====

0C ====−−−−−−−− uRiE

E
t

u
CRu ====++++

d

d C
C

diferencijalna jednadžba!

E
t

u
u ====++++

d

d C
C ττττ

RC====ττττ
vremenska konstanta

prijelazni napon

PRIJELAZNE POJAVE

''' CCC uuu ++++====

/apon na kondenzatoru

trajni napon

Eu ===='C ττττ
t

eAu
−−−−

====''C

ττττ
t

eAEu
−−−−

++++====C

Početni uvjet

(((( )))) 



====++++

++++====

V00

s0

Cu

t
EAAE −−−−====⇒⇒⇒⇒++++====0

Rješenje









−−−−====

−−−−
ττττ
t

eEu 1C
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PRIJELAZNE POJAVE

u

0 t

E









−−−−====

−−−−
ττττ
t

eEu 1C

ττττ

RC====ττττ

Ovisnost napona o vremenu pri ukapčanju kondenzatora na istosmjerni napon

�apon poprimi kona�apon poprimi konaččnu vrijednost praktinu vrijednost praktiččki nakon 5ki nakon 5--6 6 ττ..

PRIJELAZNE POJAVE

�Priključak kapaciteta na krug s otpornikom i 

kapacitetom

0C ====−−−−−−−− uRiE

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

s0−−−−====t
PoPoččetak:etak:

EuEui ============ C2C10s+∞+∞+∞+∞====t
Kraj:Kraj:

00 C2C1 ============ uEui

Cu








napon na kondenzatorima

diferencijalna jednadžba!

s0++++====t

E

R

+ -
+

-
+

-

i

1C
2C
+

-

21 CCC ++++====

ukupni kapacitet

C2C1C uuu ========

PRIJELAZNE POJAVE

CuCq ====

naboj na kondenzatoru

diferenciramo po t

t

q
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d

d
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t
uCq
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d
C====
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u
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d C====

0C ====−−−−−−−− uRiE

(((( )))) E
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u
CCRu ====++++++++

d

d C
21C

diferencijalna jednadžba!

C
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u
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(((( ))))21 CCR ++++====ττττ

vremenska konstanta

ττττ
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uE

u dd

C

C ====
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uE

uE dd
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integriramo

⇒⇒⇒⇒ (((( )))) K
t

uE ++++−−−−====−−−−
ττττCln

Opće rješenje

PRIJELAZNE POJAVE

(((( )))) ECq 10 ====−−−−

naboj prije ukapčanja C2 (((( )))) (((( )))) (((( ))))00 c21 ++++++++====++++ uCCq

naboj poslije ukapčanja C2

(((( )))) (((( ))))00 ++++====−−−− qq

(((( ))))0cc2c1 ++++========⇒⇒⇒⇒ uuus0++++====t

PoPoččetak:etak:

iz jednakosti energija

(((( )))) (((( ))))0c211 ++++++++==== uCCEC
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1
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C
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Opće rješenje
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PRIJELAZNE POJAVE
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Konačno rješenje
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Ovisnost napona o vremenu pri ukapčanju kapaciteta na krug s 
otpornikom i kapacitetom
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Sinusoidalne struje i naponiSinusoidalne struje i naponi
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U elektrotehnici najznaU elektrotehnici najznaččajniju primjenu imaju sinusne ajniju primjenu imaju sinusne 
veliveliččine:ine:

–– struja struja ii:: (((( ))))im sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

–– elektromotorna sila elektromotorna sila ee::

–– napon napon uu:: (((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

(((( ))))em sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tEe

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

fazni pomak u odnosu na ωt=0

u

0

t

SinusoidalniSinusoidalni naponnapon u ovisnosti u ovisnosti 

o vremenu o vremenu t ......

Izmjenični napon sinusoidalnog oblika

mU








 ++++==== um

π2
sin ϕϕϕϕt

T
Uu

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

π π2 tω

...ili  elektri...ili  električčnom kutu nom kutu ωωωωt
uϕϕϕϕ

2T T

Uz frekvenciju Uz frekvenciju ff, , odnodn. periodu . periodu TT, izraz za , izraz za naponnapon je:je:








 ++++==== um

π2
sin ϕϕϕϕt

T
Uu

(((( ))))um π2sin ϕϕϕϕ++++==== tfU (((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tU

VeliVeliččinaina naziva senaziva se krukružžna frekvencijana frekvencija. . fπ2====ωωωω

Jedinica mjere za kruJedinica mjere za kružžnu frekvenciju:nu frekvenciju:

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
s

1
1 ====⋅⋅⋅⋅==== fωωωω

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

Sinusne veliSinusne veliččine promatramo pomoine promatramo pomoćću rotirajuu rotirajuććih ih 
vektora.vektora.

tωωωωαααα ====

π2====Tωωωω

vrijedi:vrijedi:

Sinusna veliSinusna veliččina ina -- projekcija rotirajuprojekcija rotirajuććeg vektora na eg vektora na 
ordinatnu os.ordinatnu os.

RotirajuRotirajućći jedinii jediniččni vektorni vektor

1

frekvencija rotacije0

mI

0

tωωωωαααα ====



tI ωωωωsinm

Prikaz sinusne veliPrikaz sinusne veliččineine

Fazni kutFazni kut

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI
SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

Fazni kut

OpOpćći izrazi za sinusnu struju:i izrazi za sinusnu struju:

tIi ωωωωsinm==== ⇒⇒⇒⇒ 0====i 0====tza

i

0 t

mI
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SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI
Fazni kut

fazni pomak u odnosu na ωt=0

(((( ))))1m sin ϕϕϕϕωωωω −−−−==== tIi ⇒⇒⇒⇒ 0====i
ωωωω
ϕϕϕϕ1

1 ====tza

i

0 t

mI

1t

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI
Fazni kut

(((( ))))2m sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi ⇒⇒⇒⇒ 0====i
ωωωω
ϕϕϕϕ2

2 −=tza

i

0 t

mI

2t

fazni pomak u odnosu na ωt=0

Srednja i efektivna vrijednost Srednja i efektivna vrijednost 
sinusnih velisinusnih veliččinaina

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI
SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

Srednja i efektivna vrijednost

MatematiMatematiččka srednja vrijednost sinusoidalne struje:ka srednja vrijednost sinusoidalne struje:

0dsin
1

0

msr ======== ∫∫∫∫
T

ttI
T

I ωωωω

Srednja vrijednost (elektrolitska) sinusoidalne struje:Srednja vrijednost (elektrolitska) sinusoidalne struje:

mm

2

0

ma 6366.0
π

2
dsin

2

1
IIttI

T
I

T

≅≅≅≅======== ∫∫∫∫ ωωωω

[[[[ ]]]]
2

dsin
1 m

0

2

mef

I
ttI

T
II

T

============ ∫∫∫∫ ωωωω

Efektivna vrijednost sinusoidalne struje:Efektivna vrijednost sinusoidalne struje:

Faktori sinusnih veliFaktori sinusnih veliččinaina

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI

Faktori sinusnih veliFaktori sinusnih veliččina:ina:

414.12

2

m

mm ≅≅≅≅============
I

I

I

I
σσσσ–– tjemeni faktor:tjemeni faktor:

111.1
22

π

π

2
2

m

m

a

≅≅≅≅============
I

I

I

I
ξξξξ–– faktor oblika:faktor oblika:

0.6366
π

2π

2

m

m

m

a ≅≅≅≅============
I

I

I

I
ζζζζ–– srednji faktor:srednji faktor:

SINUSOIDALNE STRUJE I NAPONI
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Osnovni uOsnovni uččinci izmjeniinci izmjeniččnih strujanih struja

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 

ElektriElektriččna na izmjeniizmjeniččna strujana struja stvara vistvara višše ue uččinaka.inaka.

NajNajččeeššćći ui uččinci su:inci su:

–– elektrolitielektrolitiččki ili kemijski uki ili kemijski uččinak,inak,

–– toplinskitoplinski uuččinak,inak,

–– elektromagnetskielektromagnetski uuččinak.inak.

KoliKoliččina izluina izluččene materije u elektrolizi proporcionalna ene materije u elektrolizi proporcionalna 
je kolije količčini protjecanog naboja:ini protjecanog naboja:

�� ElektrolitiElektrolitiččkiki uuččinakinak

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 

tiaqam ddd ========
iskustveni faktor koji ovisi 

o vrsti iona

(((( ))))im sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

Promatrana struja

0i====ϕϕϕϕ

pretpostavka

promatrano vrijeme
Tkt ====0

Količina izlučene materije

tiam

t

d
0

0

∫∫∫∫==== 0dsin
0

m ======== ∫∫∫∫ ttIka

T

ωωωω

ČČista izmjeniista izmjeniččna struja ne mona struja ne možže se koristiti za elektrolizu!e se koristiti za elektrolizu!

Za elektrolizu se koristi ispravljena sinusna struja.Za elektrolizu se koristi ispravljena sinusna struja.

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektrolitički učinak

Ispravljena sinusoidalna 

struja

T

]A[i

0
[[[[ ]]]]st

aI

tIi ωωωωsinm====

Količina izlučene materije

tiam

t

d
0

0

∫∫∫∫==== 0m

2

0

m
2π

dsin tI
a

ttIka

T

======== ∫∫∫∫ ωωωω

Tkt ====0

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 

IzmjeniIzmjeniččna struja u radnom otporu razvija snagu:na struja u radnom otporu razvija snagu:

�� ToplinskiToplinski uuččinakinak

RIP
2====

Razvijena toplinska energija iznosi (Jouleov zakon):Razvijena toplinska energija iznosi (Jouleov zakon):

tPQ ====

Toplina u otporu nastaje zbog odavanja energije Toplina u otporu nastaje zbog odavanja energije 
gibajugibajuććih elektriih električčnih naboja nih naboja ččesticama kristalne esticama kristalne 
strukture vodistrukture vodičča.a.

Smjer struje ne utjeSmjer struje ne utječče na kolie na količčinu razvijene topline.inu razvijene topline.

efektivna vrijednost struje

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 

Osnovni efekti elektromagnetskog uOsnovni efekti elektromagnetskog uččinka su:inka su:

–– stvaranje magnetskih polja,stvaranje magnetskih polja,

–– stvaranje elektromagnetskih valova.stvaranje elektromagnetskih valova.

�� Elektromagnetski uElektromagnetski uččinakinak

Stvaranje magnetskih polja karakteristiStvaranje magnetskih polja karakterističčno je za no je za 
niske frekvencije.niske frekvencije.

Elektromagnetski valovi nastaju kod visokih Elektromagnetski valovi nastaju kod visokih 
frekvencija.frekvencija.
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OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektromagnetski učinak

ElektriElektriččna struja stvara na struja stvara 
magnetsko polje magnetsko polje 

(Biot(Biot--Savartov zakon):Savartov zakon):

• Stvaranje magnetskog poljaStvaranje magnetskog polja

i αααα

rrr
0vv

=

B
v

d

BiotBiot--Savartov zakonSavartov zakon

3

d

4
d

r

rli
B

vv
v ××××

⋅⋅⋅⋅====
ππππ
µµµµ l

v
d

T

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektromagnetski učinak

Faradayev zakon elektromagnetske indukcije Faradayev zakon elektromagnetske indukcije --
promjena magnetskog toka kroz svaki zavoj izaziva promjena magnetskog toka kroz svaki zavoj izaziva 
induciranje napona: induciranje napona: 

t
/e

d

dΦΦΦΦ
−−−−====

i

S

B
v

0
d

d
====++++

t
Ri

ΦΦΦΦ

Kirchhoffov zakon za zatvorenu petlju

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektromagnetski učinak

Faradayev zakon elektromagnetske indukcije za Faradayev zakon elektromagnetske indukcije za 
zavojnicu:zavojnicu:

tt
/e

d

d

d

d ΨΨΨΨΦΦΦΦ
−−−−====−−−−====

t
Riu

d

dΨΨΨΨ
++++====

Kirchhoffov zakon za krug

ulančani tok

t
u

d

d
L

ΨΨΨΨ
====

B
v

i

u uL

+

-

+

-

magnetska os

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 

Ako sinusna struja teAko sinusna struja tečče kroz zavojnicu, s promjenom e kroz zavojnicu, s promjenom 
smjera struje mijenja se i smjer indukcije.smjera struje mijenja se i smjer indukcije.

Nastane izmjeniNastane izmjeniččno no pulzirajupulzirajuććee magnetsko polje.magnetsko polje.

Magnetska os ostaje konstantna.Magnetska os ostaje konstantna.

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektromagnetski učinak

Induciranje napona vaInduciranje napona važžno je za princip rada no je za princip rada 
transformatora.transformatora.

U rotacijskim strojevima izmjeniU rotacijskim strojevima izmjeniččne struje (sinkroni i ne struje (sinkroni i 
asinkroni) stvara se asinkroni) stvara se rotacijsko magnetsko poljerotacijsko magnetsko polje..

U osnovi rada tih strojeva je također induciranje U osnovi rada tih strojeva je također induciranje 
napona.napona.

OSNOVNI UČINCI IZMJENIČNIH STRUJA 
Elektromagnetski učinak

• Stvaranje elektromagnetskih valovaStvaranje elektromagnetskih valova

Kod visokih frekvencijaKod visokih frekvencija jako je izrajako je izražženo eno isijavanje isijavanje 
energijeenergije..

Nastaju Nastaju elektromagnetski valovielektromagnetski valovi..

Valne pojave opisuju jednadValne pojave opisuju jednadžžbe koje se izvode iz be koje se izvode iz 
sustava Maxwellovih jednadsustava Maxwellovih jednadžžbi.bi.

Valne pojave su u osnovi rada radija i televizije.Valne pojave su u osnovi rada radija i televizije.
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Principi rada klasiPrincipi rada klasiččnih mjernih nih mjernih 
instrumenatainstrumenata

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA

Princip rada proizlazi iz Lorentzove sile:Princip rada proizlazi iz Lorentzove sile:

(((( ))))BvEqF
vvvv

××××++++==== dd

Vektor induciranog

električnog polja

BvEi

vvr
×=

Električno polje između

razdvojenih naboja

Pretpostavka: gibanje je linearno, iako je rotacijsko. Pretpostavka: gibanje je linearno, iako je rotacijsko. 

Drugi Drugi ččlan jednadlan jednadžžbe:be:

BvqF
vvv

××××==== dd m

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA

BvqF
vvv

××××==== dd m
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s
v

d

d
v

v
====

B
t

s
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v
v

××××====
d

d
d Bs

t

q vv
××××==== d

d

d
t

q
i

d

d
====

BsiF
vvv

××××==== dmd

Na element struje djeluje Na element struje djeluje 
sila od vanjskog sila od vanjskog 
magnetskog polja.magnetskog polja.

element struje

i

B
v

d
s
v

d

F
v

d

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA

�� Instrument s permanentnim magnetomInstrument s permanentnim magnetom

Instrument s permanentnim magnetom sadrInstrument s permanentnim magnetom sadržži u sebi i u sebi 
svitak i permanentni magnet.svitak i permanentni magnet.

i

� �S S

F
v

F
v

Zavojnica

Permanentni magnet

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s permanentnim magnetomInstrument s permanentnim magnetom

iI ddd BsIBsiF
vvvvv

××××====××××====

Permanentni magnet moPermanentni magnet možžemo nadomjestiti emo nadomjestiti 
djelovanjem konstantne struje djelovanjem konstantne struje II koja stvara koja stvara 

konstantni tok konstantni tok ΦΦ22..

Sinusna struja u zavojnici stvara izmjeniSinusna struja u zavojnici stvara izmjeniččni tok ni tok ΦΦ11..

Sila između zavojnice 

i magneta

sila na svitak sila na magnet

indukcija od permanentnog magneta

nadomjesna struja permanentnog magneta

indukcija od struje 

kroz zavojnicu

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s permanentnim magnetomInstrument s permanentnim magnetom

Struja u zavojnici

(((( ))))1m1 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

Magnetski tok 

koji stvara struja zavojnice 

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

Magnetski tok 

permanentnog magneta 

.m22 konst========ΦΦΦΦΦΦΦΦ

Sila između zavojnice i magneta (((( ))))12m121 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++======== tkkF
F

0 t
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PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s permanentnim magnetomInstrument s permanentnim magnetom

Srednja vrijednost sile je jednaka nuli.Srednja vrijednost sile je jednaka nuli.

Za mjerenje izmjeniZa mjerenje izmjeniččnih velinih veliččina treba struju ina treba struju ii11
ispraviti.ispraviti.

Uz ispravljanje instrument s permanentnim Uz ispravljanje instrument s permanentnim 
magnetom momagnetom možže mjeriti srednje vrijednosti e mjeriti srednje vrijednosti 
izmjeniizmjeniččnih struja.nih struja.

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA

�� Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

Instrument s dva svitka radi na principu privlaInstrument s dva svitka radi na principu privlaččne sile ne sile 
koja nastaje kad kroz svitke teku struje.koja nastaje kad kroz svitke teku struje.

i1

� S

F
v

F
v

i2

� S

Zavojnica 1 Zavojnica 2

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

Struje u zavojnicama 1 i 2

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

Magnetski tokovi 

koje stvaraju struje zavojnica 1 i 2

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

(((( ))))2m22 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi (((( ))))2m22 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

BsiF
vvv

××××==== dd
Sila na zavojnicu

11ΦΦΦΦki ====

22ΦΦΦΦkB ====

21ΦΦΦΦΦΦΦΦkF ====⇒⇒⇒⇒

zavojnica 2

zavojnica 1

Sila između zavojnica

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

Magnetski tokovi 

koje stvaraju struje zavojnica 1 i 2

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

(((( ))))2m22 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

21ΦΦΦΦΦΦΦΦkF ====

Sila između zavojnica

(((( )))) (((( ))))21m2m1 sinsin ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++++++==== ttkF

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]212121 2coscos ϕϕϕϕϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++++++−−−−−−−−==== tIICF

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

Sila između zavojnica

(((( )))) (((( ))))[[[[ ]]]]212121 2coscos ϕϕϕϕϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++++++−−−−−−−−==== tIICF

F

0 t

konstanta kosinusni član

dvostruke frekvencije

2

T

(((( ))))2121t 2cos ϕϕϕϕϕϕϕϕωωωω ++++++++−−−−==== tIICF

(((( ))))2121C cos ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−==== IICF

Instrument ne moInstrument ne možže pratiti frekvenciju 2e pratiti frekvenciju 2ωω zbogzbog tromosti tromosti -- pokazuje pokazuje 
srednju vrijednost.srednju vrijednost.

)(tF

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

21 iii ========

Ako ista struja Ako ista struja ii tetečče e 
kroz oba svitka, vrijedi:kroz oba svitka, vrijedi:

2

i21i ICIICF ========

Jednake su i efektivne vrijednosti:Jednake su i efektivne vrijednosti:
21 III ========

Sila iznosi:Sila iznosi:

Instrument s dva svitka moInstrument s dva svitka možže mjeriti efektivnu vrijednost struje.e mjeriti efektivnu vrijednost struje.
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PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s dva svitkaInstrument s dva svitka

Instrument s dva svitka moInstrument s dva svitka možže mjeriti snagu e mjeriti snagu -- glavna primjena!glavna primjena!

Struja u zavojnici 1 

proporcionalna naponu

(((( )))) uktIi u1m11 sin ≡≡≡≡++++==== ϕϕϕϕωωωω

(((( )))) iktIi i2m22 sin ≡≡≡≡++++==== ϕϕϕϕωωωω

Struja u zavojnici 2 

proporcionalna struji

PCIUCF PP ========

Sila među zavojnicama

Snaga

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA

�� Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezomeljezom

Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezom sadreljezom sadržži svitak i meko i svitak i meko 
žželjezo.eljezo.

Kroz svitak teKroz svitak tečče struja:e struja: (((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

Meko Meko žželjezo se u magnetskom polju magnetizira i eljezo se u magnetskom polju magnetizira i 
stvori magnetski tok: stvori magnetski tok: 

Struja stvori magnetski tok:Struja stvori magnetski tok:

122 ΦΦΦΦΦΦΦΦ k====

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH MJERNIH INSTRUMENATANIH MJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezomeljezom

i

� �S S

F
v

F
v

Zavojnica

Meko željezo

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezomeljezom

21 ΦΦΦΦΦΦΦΦkF ====

Sila između magneta

(((( ))))122

112 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦ ++++==== tkF

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωωΦΦΦΦΦΦΦΦ ++++==== t

122 ΦΦΦΦΦΦΦΦ k====

(((( ))))[[[[ ]]]]1

2

1 2cos1 ϕϕϕϕωωωω ++++−−−−==== tCI

F

0 t

2/T

(((( ))))121t 2cos ϕϕϕϕωωωω ++++−−−−==== tIICF

2

1C ICF ====
)(tF

PRINCIPI RADA KLASIPRINCIPI RADA KLASIČČNIH NIH 
MJERNIH INSTRUMENATAMJERNIH INSTRUMENATA
Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezomeljezom

2

1a ICF ====

Srednja vrijednost sile

Instrument s mekim Instrument s mekim žželjezom pokazuje efektivnu vrijednost struje.eljezom pokazuje efektivnu vrijednost struje.

Zbog tromosti instrument s mekim Zbog tromosti instrument s mekim žželjezom ne moeljezom ne možže e 
pratiti frekvenciju pratiti frekvenciju 22ωω..

Sila između magneta

(((( ))))[[[[ ]]]]1

2

1 2cos1 ϕϕϕϕωωωω ++++−−−−==== tCIF

PrikljuPriključčak ak RR, , LL i i CC na izmjenina izmjeniččni ni 
naponnapon



2323

, LR

radni otpor žice

0≠≠≠≠⇒⇒⇒⇒<<<<<<<< Lf ωωωω

ulančani magnetski tok

izmjeniizmjeniččno napajanje niske frekvencijeno napajanje niske frekvencije

induktivitet žice

iL====ΨΨΨΨ

B
v

žičana petlja

i

u
+

-

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPONNI NAPON

�� PrikljuPriključčak otpornika na izmjeniak otpornika na izmjeniččni naponni napon

(((( ))))ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu sinm

R

u
i ≈≈≈≈Ohmov zakon vrijedi pribliOhmov zakon vrijedi približžno:no:

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrPrikljuiključčak otpornika na izmjeniak otpornika na izmjeniččni naponni napon

Nadomjesna shema realnog Nadomjesna shema realnog 
otpornika za izmjeniotpornika za izmjeniččne strujene struje

R

C

L

kapacitet

otpor induktivitet

idealni induktivitet

idealni radni otpor

R L

Nadomjesna shema realnog Nadomjesna shema realnog 
otpornika za niske frekvencijeotpornika za niske frekvencije

C
R

ωωωω
1

<<<<<<<<

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrPrikljuiključčak otpornika na izmjeniak otpornika na izmjeniččni naponni napon

(((( ))))ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu sinm

(((( )))) (((( ))))
R

tu
ti ≅≅≅≅⇒⇒⇒⇒

)(
d

d

d

d
iL

t
iR

t
iRu ++++====++++≅≅≅≅

ΨΨΨΨ diferencijalna jednadžba!

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

LR ωωωω>>>>>>>>

Pretpostavka

(((( ))))ϕϕϕϕωωωω ++++==== t
R

U
sinm

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ======== ui

R

U
I m
m ====

idealni radni otpor

u R

i
+

-
Ru



+

-

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak otpornika na izmjeniak otpornika na izmjeniččni naponni napon

u

0 t

i

mU
)(tu

mI
)(ti

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ========




ui

Struja i napon su proporcionalni i u fazi!Struja i napon su proporcionalni i u fazi!

(((( ))))ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIti sin)( m

(((( ))))ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUtu sin)( m

�� PrikljuPriključčak priguak priguššnice nanice na izmjeniizmjeniččni naponni napon

t
u

d

d
L

ΨΨΨΨ
====







+

-

Lu

i
+

-

RL >>>>>>>>ωωωω

Pretpostavka

C
L

ωωωω
ωωωω

1
<<<<<<<<

idealni induktivitet

0
d

d
≅≅≅≅−−−−

t
u

ΨΨΨΨ diferencijalna jednadžba!

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPONNI NAPON

0
d

d
====−−−−

t

i
Lu

L

u

t

i
====⇒⇒⇒⇒

d

d
t

L

u
i dd ====⇒⇒⇒⇒

iL====ΨΨΨΨ .konstL ====

Pretpostavka

0
d

d
====−−−−

t
u

ΨΨΨΨ
diferencijalna jednadžba!

Ulančani tok

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

tt
L

U
i d)sin(d u

m ϕϕϕϕωωωω ++++====⇒⇒⇒⇒

integriramo

⇒⇒⇒⇒

∫∫∫∫ ++++==== tt
L

U
i d)sin( u

m ϕϕϕϕωωωω [[[[ ]]]] intu
m )( cos- Ct
L

U
++++++++==== ϕϕϕϕωωωω

ωωωω

Opće rješenje

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak priguak priguššnicenice
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Struja kroz induktivitet kasni za naponom na induktivitetu za kuStruja kroz induktivitet kasni za naponom na induktivitetu za kut t ππ/2/2!!

[[[[ ]]]] intu
m )( cos- Ct
L

U
i ++++++++==== ϕϕϕϕωωωω

ωωωω

Opće rješenje

Za trajni sinusni napon trajna struja ne moZa trajni sinusni napon trajna struja ne možže imati istosmjernu e imati istosmjernu 
komponentu, pa je:komponentu, pa je:

0int ====C [[[[ ]]]])( cos- u
m ϕϕϕϕωωωω

ωωωω
++++====⇒⇒⇒⇒ t

L

U
i )

2
-(sin u

m ππππ
ϕϕϕϕωωωω

ωωωω
++++==== t

L

U

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

2
-ui

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ ====

L

U
I

ωωωω
m

m ====

Konačno rješenje

Maksimalna struja

Fazni pomak struje

prema naponu

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak priguak priguššnicenice

)
2

(sin m

ππππ
ωωωω −−−−==== tIi

0u ====ϕϕϕϕ
2

-i

ππππ
ϕϕϕϕ ====⇒⇒⇒⇒

Pretpostavka

tUtu ωωωωsin)( m====

/apon

⇒⇒⇒⇒

u

0 t

i

mU
)(tu

mI
)(ti

Struja

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak priguak priguššnicenice

�� PrikljuPriključčak kondenzatora naak kondenzatora na izmjeniizmjeniččni naponni napon

u

Pretpostavka

idealni kapacitet

0C ≅≅≅≅−−−− uu
diferencijalna jednadžba!

Drugi Kirchhoffov zakon:Drugi Kirchhoffov zakon:

Cu


+

-
C

i
+

- L
C

ωωωω
ωωωω

<<<<<<<<
1

R
C

<<<<<<<<
ωωωω
1

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPONNI NAPON

[[[[ ]]]])sin(
d

d
um ϕϕϕϕωωωω ++++==== tU

t
Ci

CuCq ====

naboj na kondenzatoru

Diferenciramo po t

t

q
i

d

d
====

t
uCq

d

d
C====

t

u
C

t

q

d

d

d

d C====

t

u
Ci

d

d
====

uu ====C

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

⇒⇒⇒⇒ )cos( um ϕϕϕϕωωωωωωωω ++++==== tUC

)
2

sin(
1 u
m ππππ

ϕϕϕϕωωωω

ωωωω

++++++++==== t

C

U
i

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak kondenzatoraak kondenzatora

2
ui

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++====

C

U
I

ωωωω
1
m

m ====

Maksimalna struja Fazni pomak struje

prema naponu

Struja kroz kapacitet prethodi naponu na kapacitetu za kut Struja kroz kapacitet prethodi naponu na kapacitetu za kut ππ/2/2!!

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

Konačno rješenje

PRIKLJUPRIKLJUČČAK AK R, LR, L II CC NA IZMJENINA IZMJENIČČNI NAPON NI NAPON 
PrikljuPriključčak kondenzatoraak kondenzatora

)
2

(sin m

ππππ
ωωωω ++++==== tIi

0u ====ϕϕϕϕ
2

i

ππππ
ϕϕϕϕ ====⇒⇒⇒⇒

Pretpostavka tUtu ωωωωsin)( m====/apon

Struja

u

0 t

i

mU
)(tu

mI )(ti

Snaga i energija kod izmjeniSnaga i energija kod izmjeniččnih nih 
strujastruja
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SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

E
+

-
R

I
R

E
I ====

Struja kroz otpor

Za strujni krug istosmjerne struje vrijedi:Za strujni krug istosmjerne struje vrijedi:

R

E
RIIEP

2
2 ============

Snaga na otporu

Kod izmjeniKod izmjeniččnih struja definiramo trenutnu snagu na nih struja definiramo trenutnu snagu na 
elementu:elementu:

)()()( titutp ⋅⋅⋅⋅====

)(cos
2

1
d)(

1
iumm

0

ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−======== ∫∫∫∫ IUttp
T

P

T

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

)()()( titutp ⋅⋅⋅⋅====

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

/apon

Struja

Snaga

(((( )))) (((( ))))iumm sinsin ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω ++++++++==== ttIU

(((( ))))[[[[ ]]]]iuiumm 2cos)(cos
2

1
)( ϕϕϕϕϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++++++−−−−−−−−==== tIUtp

konstanta kosinusni član dvostruke frekvencije

IzmjeniIzmjeniččna snaga ima dva dijela:na snaga ima dva dijela:

–– konstantni konstantni -- srednja radna snaga (usrednja radna snaga (uččinak),inak),

–– izmjeniizmjeniččni, karakteriziran frekvencijom ni, karakteriziran frekvencijom 22ωω i kutem (i kutem (φφuu+ + φφii).).

Srednja snaga

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

/apon

Struja

Snaga

(((( ))))[[[[ ]]]]ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕϕϕϕϕ 22cos)(cos
2

1
)( iumm ++++−−−−−−−−==== tIUtp

Srednja radna snaga

�� Snaga na radnom otporuSnaga na radnom otporu

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ========




ui

1

0

mm
2

1
IUP ==== IU 22

2

1
==== IU====

efektivna vrijednost napona

efektivna vrijednost struje

struja je u fazi s naponom

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

Snaga na otporu

(((( ))))[[[[ ]]]]ϕϕϕϕωωωω 22cos1
2

1
)( mm ++++−−−−==== tIUtp

Srednja radna snaga

IUP ====

p

0

t

2/T

IUP ====
)(tp

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

/apon

Struja

Snaga na induktivitetu
















 −−−−++++−−−−++++−−−−====
2

22cos)
2

(cos
2

1
)( uuumm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ tIUtp

Srednja radna snaga

�� Snaga na induktivitetuSnaga na induktivitetu

2
ui

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−====





0

0====P

struja je pomaknuta u fazi 
















 −−−−++++−−−−====
2

22cos
2

1
)( umm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω tIUtp

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

Snaga na induktivitetu 














 −−−−++++−−−−====
2

22cos
2

1
)( umm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω tIUtp

Srednja snaga (radna) na induktivitetu je jednaka nuli.Srednja snaga (radna) na induktivitetu je jednaka nuli.

Postoji samo osciliranje energije između induktiviteta Postoji samo osciliranje energije između induktiviteta 
i izvora.i izvora.

p

0

t

2/T

)(tp
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SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

(((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

)(sin im ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

/apon

Struja

Snaga na kapacitetu
















 ++++++++−−−−−−−−−−−−====
2

22cos)
2

(cos
2

1
)( uuumm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ tIUtp

Srednja radna snaga

�� Snaga na kapacitetuSnaga na kapacitetu

2
ui

ππππ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++====





0

0====P
















 ++++++++−−−−====
2

22cos
2

1
)( umm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω tIUtp

struja je pomaknuta u fazi 

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

Snaga na kapacitetu
















 ++++++++−−−−====
2

22cos
2

1
)( umm

ππππ
ϕϕϕϕωωωω tIUtp

Prividna snaga

mm
2

1
IUS ==== IU 22

2

1
==== IU====

p

0

t

2/T

)(tp

efektivna vrijednost napona

efektivna vrijednost struje

SNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENISNAGA I ENERGIJA KOD IZMJENIČČNIH STRUJA NIH STRUJA 

Prividna snaga

IUS ====

Radna snaga

0====P

�� SaSažžetaketak

a) Otpora) Otpor
Radna snaga

IUP ==== ⇒⇒⇒⇒ SP ====

b) Induktivitetb) Induktivitet

Prividna snaga

IUS ====

Radna snaga

0====P

c) Kapacitetc) Kapacitet

Prividna snaga

IUS ====

Fazorski raFazorski raččunun

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Struje i naponi su kod određene frekvencije Struje i naponi su kod određene frekvencije ωω

karakterizirani amplitudom i fazom:karakterizirani amplitudom i fazom:

(((( ))))im sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

–– elektromotorna sila elektromotorna sila ee::

–– napon napon uu:: (((( ))))um sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tUu

(((( ))))em sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tEe

fazni pomak u odnosu na ωt=0

–– struja struja ii::

amplituda

RaRaččun sa sinusnim veliun sa sinusnim veliččinama je sloinama je složžen. en. 

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi
1i

2i

3i

(((( ))))2m22 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

213 iii ++++====

(((( )))) (((( ))))2m21m13 sinsin ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω ++++++++++++==== tItIi

Pretpostavka
mm2m1 III ========








 −−−−
++++⋅⋅⋅⋅







 ++++
++++====

2
cos

2
sin2 2121

m3

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ωωωω

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ωωωω ttIi

PrimjerPrimjer

Dobije se vrlo sloDobije se vrlo složžen izraz!en izraz!
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FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Za pojednostavljenje raZa pojednostavljenje raččuna koristi se una koristi se kompleksna kompleksna 
metodametoda..

To je To je simbolisimboliččka metoda ka metoda -- realne sinusne velirealne sinusne veliččine ine 
simboliziramo kompleksnim brojevimasimboliziramo kompleksnim brojevima. . 

Tu se radi o transformaciji ili preslikavanju.Tu se radi o transformaciji ili preslikavanju.

Zadatak rjeZadatak rješšavamo:avamo:

–– postavimo u originalu,postavimo u originalu,

–– preslikamo ga,preslikamo ga,

–– rijeriješšimo u podruimo u područčju slike,ju slike,

–– rjerješšenje vratimo u original.enje vratimo u original.

Original

zadatka

Slika

zadatka

Rješenje

zadatka

Original

rješenja

transformacija

povrat 

područje originala područje slike

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Kompleksni broj određuju dva podatkaKompleksni broj određuju dva podatka::

–– realni dio,realni dio,

–– imaginarni dio.imaginarni dio.

21 jaaA ++++====Kompleksni brojevi

21 jbbB ++++====

Suma BAC ++++==== )j()( 2211 baba ++++++++++++==== jednostavno!jednostavno!

AjϕϕϕϕeAA ====Prikaz kompleksne veličine eksponencijalni oblikeksponencijalni oblik

realni dio imaginarni dio

AA sinjcos ϕϕϕϕϕϕϕϕ AAA ++++==== trigonometrijski obliktrigonometrijski oblik

A1 cosϕϕϕϕAa ==== A2 sinϕϕϕϕAa ====

realni dio

imaginarni dio

1j −−−−====

imaginarna jedinica

Im

Re

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Kompleksni prikaz sinusne veličine

AA sinjcos ϕϕϕϕϕϕϕϕ AAA ++++==== trigonometrijski obliktrigonometrijski oblik

A1 cos)Re( ϕϕϕϕAAa ======== A2 sin)Im( ϕϕϕϕAAa ========

1a 2a

Modul

2

2

2

1 aaAA ++++========

Argument

1

2
A tgarc

)Re(

)Im(
tgarc

a

a

A

A
========ϕϕϕϕ

A

1a

2ja

Aϕϕϕϕ

Grafički prikaz kompleksnog broja

Im

Re

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

C
ϕϕϕϕ

Grafički prikaz množenja kompleksnog broja s ee jjφφ

MnoMnožženje kompleksnog broja s enje kompleksnog broja s ee jjφφ znaznačči zakretanje u i zakretanje u 
pozitivnom smjeru za kut pozitivnom smjeru za kut φφ..

ϕϕϕϕjeC

Im

Re

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

D

2

ππππϕϕϕϕ ====

Grafički prikaz množenja kompleksnog broja s jj

MnoMnožženje kompleksnog broja s imaginarnom jedinicom enje kompleksnog broja s imaginarnom jedinicom jj
znaznačči zakretanje u pozitivnom smjeru za kut +i zakretanje u pozitivnom smjeru za kut +ππ/2/2..

2
j
ππππ

eD
2

sinj
2

cosj 2
j ππππππππππππ

++++======== e Im

Re

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

D

2

ππππϕϕϕϕ ====

Grafički prikaz dijeljenja kompleksnog broja s jj

Dijeljenje kompleksnog broja s imaginarnom jedinicom Dijeljenje kompleksnog broja s imaginarnom jedinicom jj
znaznačči zakretanje za kut i zakretanje za kut --ππ/2/2..

2
j-
ππππ

eD

-j
2

sinj
2

cos
j

1
2
j-

====






 −−−−++++






 −−−−========
ππππππππππππ

e
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FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

2-jj AA* AAeAeAA ====⋅⋅⋅⋅====⋅⋅⋅⋅ ϕϕϕϕϕϕϕϕ

Kompleksni broj

Konjugirano kompleksni broj
21

-j
j* A aaAeA −−−−======== ϕϕϕϕ

Im

Re

A

Aϕϕϕϕ

Grafički prikaz konjugirano kompleksnog broja

*A

Aϕϕϕϕ−−−−

Vrijedi

(((( ))))*
2

1
)Re( AAA ++++====

(((( ))))*
j2

1
)Im( AAA −−−−====

21

j
jA aaAeA ++++======== ϕϕϕϕ

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Sinusna funkcija

(((( )))) (((( )))) (((( ))))imim

j

m sinjcosi ϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωωϕϕϕϕωωωω ++++++++++++====++++ tItIeI
t

�� FazorFazor

(((( ))))im sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

Eksponencijalna funkcija

Sinusna funkcija je jednaka imaginarnom dijelu eksponencijalne Sinusna funkcija je jednaka imaginarnom dijelu eksponencijalne 
funkcije!funkcije!

(((( )))){{{{ }}}}ij

mIm ϕϕϕϕωωωω ++++==== t
eIi

Vrijedi

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

(((( )))) tt
eeIeI ωωωωϕϕϕϕϕϕϕϕωωωω jj

m

j

m
ii ====++++ t

eI
ωωωωj

m====

ij

mm

ϕϕϕϕeII ====

fazorFazor

Fazor karakteriziraju dva podatka (kod neke Fazor karakteriziraju dva podatka (kod neke 
frekvencije frekvencije ωω):):

–– amplituda,amplituda,

–– faza (za faza (za tt=0=0).).

faza

amplituda

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

�� PreslikavanjePreslikavanje

(((( )))) tt
eIeI ωωωωϕϕϕϕωωωω j

m

j

m
i ====++++(((( ))))im sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi ••••

••••========

original slika

znak preslikavanja

DeriviranjeDeriviranje

(((( ))))im cos
d

d
ϕϕϕϕωωωωωωωω ++++==== tI

t

i

original

••••
••••========

t
eI

ωωωωωωωω j

mj

slika

t

i

d

d ••••
••••========

teI ωωωωωωωω j

mj

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

IntegriranjeIntegriranje

(((( ))))im

0

cosd(t) ϕϕϕϕωωωω
ωωωω

++++−−−−====∫∫∫∫ t
I

ti

t

original

••••
••••========

te
I ωωωω

ωωωω
jm

j

slika

••••
••••========ti

t

d(t)
0

∫∫∫∫
te

I ωωωω

ωωωω
jm

j

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

�� PrimjerPrimjer

)(d(t)
1

d

d

0

tuti
Ct

i
LRi

t

====++++++++ ∫∫∫∫
diferencijalno-integralna jednadžba!

U stacionarnom stanju imamo samo sinusne veliU stacionarnom stanju imamo samo sinusne veliččine!ine!

Stacionarno stanjeStacionarno stanje

u

i
+

-

R L

C

teUtu ωωωωj
m)( ••••

••••========
t

eIti
ωωωωj

m)( ••••
••••========

teI
t

i ωωωωωωωω j

mj
d

d ••••
••••========

t

t

e
I

tti ωωωω

ωωωω
jm

0
j

d)( ••••
••••========∫∫∫∫
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FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

)(d(t)
1

d

d

0

tuti
Ct

i
LRi

t

====++++++++ ∫∫∫∫

Preslikana jednadžba kruga

tttt eUeI
C

eILeIR ωωωωωωωωωωωωωωωω

ωωωω
ωωωω j

m

j

m

j

m

j

m
j

1
j ====++++++++

mm
j

1
j U

C
LRI ====








++++++++

ωωωω
ωωωω

t
e

ωωωωj:

algebarska jednadžba!

C
LRZ

ωωωω
ωωωω

j

1
j ++++++++====

mm UZI ====

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

LX ωωωω====L

(((( ))))CLj XXRZ −−−−++++====

Radni otpor

Induktivni otporR

C
X

ωωωω
1

C ====

Kapacitivni otpor

Ukupni otpor - impedancija

Umjesto maksimalnih vrijednosti struje i napona moUmjesto maksimalnih vrijednosti struje i napona možžemo koristiti emo koristiti 
efektivne vrijednosti!efektivne vrijednosti!

ijm

2

ϕϕϕϕeI
I

I ========

Fazori efektivnih vrijednosti struje i napona

ujϕϕϕϕeUU ====

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Umjesto maksimalnih vrijednosti struje i napona moUmjesto maksimalnih vrijednosti struje i napona možžemo koristiti emo koristiti 
efektivne vrijednosti!efektivne vrijednosti!

Fazore prikazujemo u kompleksnoj ravnini za Fazore prikazujemo u kompleksnoj ravnini za tt=0:=0:

Im

Re

I
ϕϕϕϕ

Grafički prikaz fazora efektivnih vrijednosti struje i napona

U
1j ====t

e
ωωωω

iϕϕϕϕuϕϕϕϕ iu ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−====

Fazni pomak između struje i napona

I (u literaturi                )...ˆ,, III &OznaOznaččavanje fazora:avanje fazora:

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

�� RaRaččunske operacije s kompleksnim brojevimaunske operacije s kompleksnim brojevima

Aj

21 j
ϕϕϕϕeAaaA ====++++====
Bj

21 j
ϕϕϕϕeBbbB ====++++====

(((( )))) (((( ))))2211 j babaBA ±±±±++++±±±±====±±±±

(((( ))))BAj ϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++====⋅⋅⋅⋅ eABBA

(((( ))))BAj ϕϕϕϕϕϕϕϕ −−−−==== e
B

A

B

A

(((( ))))
2

2

2

1

21122211 j

bb

babababa

B

A

++++

−−−−++++++++
====

(((( ))))12212211 j babababaBA ++++++++−−−−====⋅⋅⋅⋅

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

(((( ))))1m11 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi
1i

2i

3i

(((( ))))2m22 sin ϕϕϕϕωωωω ++++==== tIi

213 iii ++++====

PrimjerPrimjer

(((( ))))111

j

11 sinjcos1 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++======== IeIIKompleksni račun

(((( ))))222

j

22 sinjcos2 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ++++======== IeII

(((( )))) (((( ))))22211

2

22113 sinsincoscos ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ IIIII ++++++++++++====

2211

2211
3

coscos

sinsin
tgarc

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕ
II

II

++++
++++

====

�Geometrijska interpretacija

FAZORSKI RAFAZORSKI RAČČUN UN 

Kompleksne brojeve prikazujemo vektorima.Kompleksne brojeve prikazujemo vektorima.

Vrijede raVrijede raččunske operacije za vektore.unske operacije za vektore.

Im

Re

1I

3ϕϕϕϕ

Grafički prikaz zbrajanja fazora struja

2I

1ϕϕϕϕ
2ϕϕϕϕ

3I

213 III ++++====


