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6 Trigonometrija
trokuta

Sto éu nauéiti?

* kako iz tri poznata elementa kosokutnog trokuta odrediti ostale njegove elemente

* rabiti dzepno racunalo pri odredivanju vrijednosti trigonometrijskih funkcija Siljastih i tupih kutova
* primjenjivati poucak o sinusima i poucak o kosinusu u raznim zadatcima iz geometrije

* primjenjivati poucak o sinusima i poucak o kosinusu na problem iz svakodnevnog Zivota

* rabiti program dinamicke geometrije

Dodatni sadrzaji

(D




n TRIGONOMETRIJA TROKUTA

Pripremi se za gradivo koje slijedi, rijesi pripremne zadatke koji se nalaze u digitalnoj inagici. u

Projektiranje raznih niskogradnji i visokogradnji zah-
tijeva istraZivanje terena na kojem ce se gradnja izvoditi.
Mjerenje terena potrebno je i iz brojnih drugih razloga.
Provode ga geodeti, a jedan od neophodnih instrumenata
kojim se pritom koriste je teodolit — sprava za mjerenje
kutova u triangulacijskoj mrezi. U raznim drugim stru-
kama, kao $to su primjerice pomorstvo ili astronomija,
za mjerenje kutova rabe se i neki drugi instrumenti. Na
Jjednoj staroj slici vidimo jedan od njih — sekstant sluZi
za mjerenje tzv. kutne visine nebeskih tijela, prije svega
Sunca i Mjeseca.

Odredivanje kutova ponekad je samo dio posla iza kojega
slijedi racunanje udaljenosti izmedu dviju danih tocaka.
Pritom se sav taj racun uglavnom svodi na “rjeSavanje
trokuta”.

Rijesiti trokut znaci ‘iz zadanih podataka odrediti njegove nepoznate elemente’.
Osnovni su elementi trokuta njegove stranice i kutovi. Da bismo mogli odrediti
nepoznate elemente, najprije moramo otkriti kakve veze postoje izmedu tih ele-
menata. Temeljne veze izmedu stranica i kutova u trokutu iskazane su dvama
pouccima: pouckom o sinusima i pouckom o kosinusu, koje ¢emo prouciti u
ovom poglavlju.

U uvodnom cemo se dijelu prisjetiti definicije trigonometrijskih funkcija siljastih
kutova u pravokutnom trokutu i poop(iti te definicije na bilo koje kutove po volji
odabranog trokuta.

m Trigonometrijske funkcije kutova u trokutu

Trigonometrijske funkcije kuta u pravokutnom trokutu

U pravokutnom trokutu jedan kut ima mjeru 90° , a dva preostala kuta su Siljasta,
njihova je mjera manja od 90°. Oznac¢imo vrhove, stranice i kutove u trokutu
na uobicajeni nacin. Definirali smo trigonometrijske funkcije Siljastog kuta u
pravokutnom trokutu na sljedeci nacin.
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Trigonometrijske funkcije Siljastog kuta u pravokutnom trokutu

Sinus, kosinus, tangens i kotangens kuta o definirani su omjerima
duljina stranica u pravokutnom trokutu:

: a
sinoe = —, coso = —,
c c c
a

a b
tgo = —, ctgo = —.

b a G

-

Zadatak 1.  Odredi vrijednosti trigonometrijskih funkcija kutova o« i 8 u pravokutnom tro-
kutu kojemu su katete a =2 cm i b =3 cm.

Zelimo definirati trigonometrijske funkcije za kutove po volji odabranog tro-
kuta. Oni mogu imati mjere od 0° do 180°. Stoga je korisno pojam kuta i
trigonometrijske funkcije tog kuta promotriti u opcenitijoj situaciji.

Kut je dio ravnine odreden dvjema zraka-
ma (polupravcima) sa zajedni¢nim pocetkom.
Pritom oznacavamo (lukom ili na koji drugi
2 nacin) na koji dio ravnine odreden tim parom
v zraka mislimo.

D Mjera kuta je pozitivan broj, izmedu 0° i
360°. Ovisno o tome kolika im je mjera, za
neke smo kutove govorili da su $iljasti, pravi,
tupi, ispruZeni, izboceni i puni.

Promatrat ¢emo kutove s mjerom od 0° do 180° pa ¢emo radi toga od dvaju
kutova odredenih polupravcima uvijek uzimati onaj manje mjere.

Neka je o bilo koji Siljasti kut. Nacrtajmo ga
u gornjoj poluravnini tako da mu vrh bude u
ishodistu koordinatnog sustava, a os Ox jedan
od polupravaca koji odreduju kut. Na drugom
polupravcu uzmimo bilo koju tocku P. Njezi-
ne koordinate oznacimo sa x i y.

Udaljenost to¢ke P do ishodiSta oznac¢imo sa

r.
r=/x?+y?

0 x (x,0)

1z pravokutnog trokuta OTP citamo:

. y
sina = =, coso = —.
r
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Neka je sad o tupi kut. Onda se tocka P nalazi u drugom kvadrantu. Sinus i
kosinus ovog kuta definirat ¢emo na identi¢an nacin.

Neka je tocka P(x,y) na drugom polupravcu kuta o i r udaljenost te
tocke do ishodista. Onda definiramo

P(x.y)
,
y
"IN Y
(x,0) 0
sina:)—), cosa:)—c.
r r

m Zadane su to¢ke P(2,3) i Q(—2,1). Odredimo sinus i kosinus kutova o i
B prema slici

@ Zakut o = JAOP imamo r = v/22 + 32 = /13 paje

. 3
sino = ——, cos O = ——.
V13 V13
Zakut B = JAOQ imamo r = /(—2)2 + 12 = /5 pa vrijedi
; 1 -2
sinf = —, cosfp = —.
b= P=35
Kut B je tup. Apscisa tocke Q je negativna, pa je i kosinus ovog kuta takoder

negativan.
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Nacrtajmo polukruZnicu polumjera 1 sa srediStem u
ishodi$tu koordinatnog sustava. Neka je P(x,y) bilo
koja tocka te polukruZznice. Ta tocka odreduje kut o .

Udaljenost tocke P od ishodista je 1 pa prema defini-
cijama trigonometrijskih funkcija vrijedi
X = Ccos «, y =sinaQ.

Dakle, koordinate tocke P su vrijednosti kosinusa i
(-1,0) x 0[ (1,0) sinusa kuta o paje P(cosa,sino).

Buduéi da je x* +y? = 1, za svaki je kut o

cos?a +sinfa=1.

LEPI  odredimo sinus i kosinus sliedecih kutova: & = 45°, = 80°, y = 160°.

@ Racunanje sinusa i kosinusa s pomocu definicije nije uvijek moguce ucini-
ti. Razlog tome je S$to ne znamo uvijek izracunati koordinate tocke P koja
odreduje zadani kut. U ovom primjeru to mozemo uciniti za kut o/. Krak
ovog kuta je simetrala prvog kvadranta pa mu je jednadzba y = x. To znaci
da ¢e svaka tocka s jednakim koordinatama leZati na tom pravcu. Uzmemo
li primjer to¢ku P(1,1), onda je

sino = _\/§ cos O = ! —\/E
V2 o2 V22
Koordinate tocke koja odreduje kut 8 nije moguce odrediti na ovakav nacin.
Sinus kuta mozemo odrediti isklju¢ivo uporabom racunala. Postupak smo
naucili u prvom razredu.

Racunamo sinus kuta 80° .
1. Provjerimo je li racunalo u modu za racunanje sa stupnjevima. Ako nije,
pritisnemo tipku DEG ili njezin ekvivalent.

2. Unesemo podatak 80: 8 O .

3. Pritisnemo tipku siN . Na zaslonu dZepnog racunala pojavit ¢e se broj

0.984807753 koji uobicajeno zaokruzujemo na cCetiri znacajne znamen-
ke: sin80° = 0.9848.

Na novijim ra¢unalima sa simbolickim zapisom poredak rac¢unanja moze biti
obrnut: najprije se odabere tipka za funkciju, a onda unese podatak o kutu.
Provjerite na svom racunalu i izracunajte sljedece dvije vrijednosti:

sin45° = 0.7071, sin 160° = 0.3420.

Na isti nacin odredujemo vrijednosti kosinusa:
cos45° = 0.7071, cos 80° = 0.1736, cos 160° = —0.9397.
Kosinus tupog kuta je, naravno, negativan.
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DZepna racunala posjeduju tri tipke za raCunanje sinusa, kosinusa i tangensa
zadanog kuta. Vrijednost kotangensa racuna se s pomocu tangensa jer je

ctgx = L
tgx
Dakle, kotangens racunamo tako da najprije odredimo tangens, a onda pritisnemo
tipku 1/x za racunanje recipro¢ne vrijednosti.

Zadatak 2.  PrepiSi u biljeznicu i popuni sljedecu tablicu vrijednosti trigonometrijskih funk-
cija. Rezultate zapisuj s Cetirima decimalama. Radi kontrole unesene su neke
tocne vrijednosti:

sin cos tg ctg
20° 0.9397
50° 1.1918
80°
110° —0.3640
140°
170°

Suplementarni kutovi

Dva sukuta o i B suplementarna ako zajedno ¢ine ispruzeni kut:
o+ B = 180°.

Dakle, suplementaran kut kutu « je (180° — o). Pri tom o moze biti bilo koji,
Siljasti ili tupi kut.

‘ Na slici su nacrtana dva suplementarna kuta. Neka
je oo = JAOP 1ineka su (x,y) koordinate tocke
P . Oznacimo na drugom kraku kuta 180° — ¢ toc-
ku T sordinatom y ineka je B njezina projekcija
na os apscisa. Trokuti AOP i BOT su sukladni
jer se podudaraju u kutovima i stranici duljine y.
To znaci da je |OB| = |OA| = x pasu (—x,y)
koordinate tocke 7. Sad imamo

B(-x,0) 0 A(x,0) sin(180° — o) = 2 = sinar,
r

sinus i kosinus suplementarnih kutova. —X
cos(180° — o) = — = —cos .
r

Za tangens i kotangens suplementarnih kutova imamo

sin(180° — o) sin o
tg(180° — o) = = =—t
el o) cos(180° — o)  —cos g%
cos(180° — o)  —cosa
y =

sin(180° — o

ctg(180° — ) =

- = —ctg .
sin & g
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Trigonometrijske funkcije nekih posebnih kutova

U prvom smo razredu naucili odredivati tocne vrijednosti sinusa, kosinusa, tan-
gensa i kotangensa za kutove 30°, 45° i 60°. Primjerice

1 2 3
Sin30° =3, sinds° = g §in 60° = g
Ako je to prikladno, ove se vrijednosti ne pretvaraju u decimalni broj veé ih
piSemo u ovom obliku.

Koristeci svojstvo suplementarnih kutova, tablicu istaknutih vrijednosti prosiru-
jemo i na kutove 120°, 135°, 150°:

sin 120° = sin(180° — 120°) = sin60° =

sin 135° = sin(180° — 135°) = sin45° =

ERIEI

sin 150° = sin(180° — 150°) = sin30° = 7
Sli¢no odredujemo i vrijednosti kosinusa, a onda iz sinusa i kosinusa racunamo

tangens i kotangens. Primjerice:

1
cos 120° = — cos(180° — 120°) = — cos 60° = 3

)

V3
o sinl20° o
gl20° = ——— 5 = T = V3.
2

Cesto ¢e nam trebati vrijednosti u sljedecoj tablici:

30° 45°  60° 120° 135° 150°
B B R I I e
2 2 2 2 2 2
s V3 V2 L1 V2 V3
2 2 2 2 2 2
3 3
tg £ 1 V3 =3 1 _£
3 3
3 3
w a1 4

Desna polovica gornje tablice moZe se zapamtiti iz lijeve i svojstva suplementnih
kutova.
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Ovoj tablici dodat ¢emo i vrijednosti trigonometrijskih funkcija kutova 0°, 90°
i 180°. Sinus i kosinus bilo kojeg kuta uvijek su dobro definirane vrijednosti,
Sto nije slucaj s tangensom i kotangensom.

0° 90° 180°
sin 0 1 0
cos 1 0 —1
tg 0 ne postoji 0
ctg  ne postoji 0 ne postoji

E TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE KUTOVA OD 15° i 75°

Racunanje s minutama i sekundama

Prisjetimo se i racunanja kutova zadanih u stupnjevima, minutama i sekundama.

S obzirom na to da dZzepno racunalo racuna vrijednosti trigonometrijskih funk-
cija koje su unesene u stupnjevima, prije racuna potrebno je pretvoriti minute i

sekunde u odgovarajuci dio stupnja. Taj postupak provodimo uporabom dZepnog
racunala.
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GIIEEN  Odredimosinusi kosinus sljedecih kutova: 15°23/31", 72°1'50” , 130°12'5".

Podatke treba unijeti na ovaj nacin:
stupnjevi . minute sekunde .

Minute i sekunde uvijek se unose s dvjema decimalama. U ovom ¢emo
primjeru napisati:

il 5 8 2 8 B M
72.0150
130.1205

Tipka za pretvaranje ovih vrijednosti u stupnjeve na razli¢itim je racunalima

o' ili —DEG .

oznacena na razliCite nacine. Obi¢no jeto —HR ili
Provjerite usporedbom s ovim vrijednostima:

15°23/31"” = 15.39194444°

72°1'50" = 72.03055556°

130°12'5” = 130.20138889°

Dobivene rezultate ne zapisujemo, ve¢ odmah nastavljamo s racunanjem
vrijednosti trigonometrijskih funkcija (zapamtivsi rezultat u spremnik racu-
nala):
sin(15°23'31"”) = 0.265421 cos(15°23/31"”) = 0.964133
sin(72°1'50") = 0.951221 cos(72°1'50") = 0.308510
sin(130°125") = 0.763780 cos(130°12'5") = —0.645476

Rezultat moramo zapisivati sa Sest znamenaka jer se primjerice vrijednost si-
nusa kuta 15°23/32" razlikuje od vrijednost sinusa kuta 15°23/31” u Sestoj
decimali.

Odredivanje kuta

Poznata nam je vrijednost trigonometrijske funkcije nekog kuta o . Kolika je
mjera tog kuta?

Pri odredivanju kuta svaka od trigonometrijskih funkcija ima svoje posebnosti pa
¢emo opisati racun detaljno, za svaku pojedinu funkciju.

Odredivanije kuta iz poznatog kosinusa

U ovom se slucaju mozemo pouzdati u vrijednost koju ¢e nam dati racunalo. Ako
je kosinus pozitivan, dobit ¢emo kut s mjerom 0° < a < 90°. Ako je kosinus
negativan, mjera kuta nalazit ¢e se u granicama 90° < o < 180°.
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m Odredimo kutove o i 3 ako vrijedi cos @ = 0.2, cos § = —0.4323.

© Broj 0.2 uzimamo kao tocnu vrijednost kosinusa pa ¢éemo rezultat potraZiti
do na sekunde kuta. Unesemo vrijednost u racunalo i pritisnemo tipku 0z-

nacenu sa cos !

racunala:

ili Acos ili pak kombinaciju INV €OS , OViSnO O vrsti

0.2 cos ! = 78.463041.

Dobivena je vrijednost kuta u stupnjevima. UobicCajeno je pretvoriti taj broj

u seksagezimalni sustav s pomocu tipke oznacene sa —bwms , — °’'" ili

sli¢cnom oznakom:
—pMs = 78°27'47".

Dakle, oc = 78°27'47" . Provjeri ovaj ra¢un na svom racunalu.

U drugom slucaju dobivamo
—0.4323 cos ' =115.613613 —pms = 115°37'.

Vrijednost —0.4323 nalikuje na pribliznu vrijednost kosinusa (danu tima
Cetirima decimalama) pa u rezultatu ne zapisujemo sekunde. Za odredivanje
sekunda vrijednost funkcije mora biti ili to¢na ili dana s tocnos§¢u od barem
Sest decimala. Dakle, § = 115°37’.

Odredivanje kuta iz poznatog sinusa
Sinus $iljastog i tupog kuta uvijek je pozitivan pa ¢e jednadzba
sinot = p
imati dva rjeSenja, za 0 < p < 1. Racunalo ¢e dati mjeru kuta koja se nalazi

unutar intervala 0° < o < 90°. Trazimo li tupi kut, onda je rije¢ o suplementu
ovog kuta.

m Odredimo kut o ako je poznato sin @ = 0.323412.

© Radun izgleda ovako:
0.323412 sn~! =18.869394 —pms = 18°52'10".

Dobiveni je kut Siljast. Ako rjeSenje koje trazimo odgovara tupom kutu, onda
trebamo racunati suplement:

180° — 18°52'10" = 161°7'50".

Rjesenje je jedan od sljedec¢ih dvaju kutova, oy = 18°52'10", o =
161°7'50" .

10
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Suplement se treba racunati prije pretvorbe u segzadecimalni sustav. U ovom
bi primjeru zavrSetak racuna bio:

18.869394 +/— + 180 = —bpms = 161°7'50"

Ovdje je +/— tipka za promjenu predznaka.

Odredivanje kuta iz poznatog tangensa

Ako je vrijednost tangensa pozitivna, onda je kut §iljast i racunalo ¢e dati njegovu
mjeru. Ako je vrijednost tangensa negativna, onda je kosinus negativan pa je
trazeni kut tup. Medutim. rezultat na racunalu nece biti mjera tog kuta, vec ée
racunalo dati kao rezultat negativnu mjeru nekog kuta. Stoga taj rezultat trebamo
prevesti u trazeni, kako je pokazano u sljedecem primjeru.

m Odredimo kut o ako je poznato tg or = —2.13425.

©® Kut «a je tup jer je tangens negativan. Neka je B = 180° — a njegov
suplement. Onda je tgff = —tg v = 2.13425. Sad mozemo odrediti kut
pa onda i njegov suplement o :

2.13425 167! =64.89462 +/— + 180 = —bpms = 115°6'19" = a.

Mozemo postupati i ovako. UpiSemo li pocetnu negativnu vrijednost u racu-

nalo i pritisnemo 76 ~! , dobit éemo rezultat — pa ne moramo Koristiti

tipku za promjenu predznaka. Toj vrijednosti treba dodati 180° :
—2.13425 167! = -64.89462 + 180 = —bpms = 115°6’19” = q.

Odredivanije kuta iz poznatog kotangensa

Kotangens se u racunalu racuna preko tangensa. Zato moramo najprije odrediti
vrijednost tangensa, a potom trazeni kut.

Odredimo kut o ako je zadano ctgo = —0.1.

1
@ TraZeni kut je tup. Vrijednost tangensa je tg o = T pa radun izgleda
ovako:
—0.1 1/x 167! = -84.289407 + 180 = —bpms = 95°42'38" = .

11
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RACUNANJE VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Zamalen broj kutova poznajemo to¢nu vrijednost trigonometrijskih funkcija. U principu, ne racunajuéi kutove
0°, 90° i 180° , koristimo to¢ne vrijednosti samo za tri kuta, 30°, 45° i 60° (i njihove suplemente).

Koliki je sinus kuta 52° ? Rezultat se ne moZe napisati s kona¢no mnogo decimala niti koriStenjem korijena.
Zato ga mozemo zapisati samo s pribliznom tocnoséu. Koliko ¢emo decimala odabrati?

Ispravan odgovor na to pitanje moZemo dati tek znamo li odgovor na pitanje: s kolikom je pouzdanoscu
odreden kut?

Koliki je sinus kuta 52°36'12"7? Sad je jasno da je kut odreden do na mjeru sekunde pa onda i odgovor
moramo dati s istom preciznoscu. To u ovom slucaju znaci odgovor na Sest decimala. Pogledajmo zasto.

Izra¢unajmo sinus triju susjednih kutova koji se razlikuju u jednoj sekundi:
sin(52°36'11") = 0.7944764539
sin(52°36'12") = 0.7944793981
sin(52°36'13") = 0.7944823423

Vidimo da se ove vrijednosti razlikuju za otprilike 3 - 1079, odnosno, u Sestoj decimali. Zato rezultat trebamo
zapisati sa Sest decimala.

Prije pojave racunala u uporabi su bile tablice vrijednosti trigonometrijskih funkcija. U njima su vrijednosti
bile dane uglavnom sa $est decimala. To je bilo dovoljno za odredivanje kutova do to¢nosti od 1” . Sav radun
s trigonometrijskim funkcijama (pa i u srednjoj $koli) odvijao se uz pomo¢ tih tablica. Primitivne verzije
trigonometrijskih tablica poznate su jos od doba sumerske matematike.

34° 5
sin tg ctg cos sin tg ctg cos

0.55919 0.67451 1.48256 0.82904 | 0.57358 0.70021 1.42815 0.81915 | 60
0.55943  0.67493 1.48163 0.82887 | 0.57381 0.70064 1.42726 0.81899 | 59
0.55968 0.67536 1.48070 0.82871 | 0.57405 0.70107 1.42638 0.81882 | 58
0.55992  0.67578 1.47977 0.82855 | 0.57429 0.70151 1.42550 0.81865 | 57
0.56016 0.67620 1.47885 0.82839 | 0.57453 0.70194 1.42462 0.81848 | 56
0.56040 0.67663 1.47792 0.82822 | 0.57477 0.70238 1.42374 0.81832 | 55
0.56064 0.67705 1.47699 0.82806 | 0.57501 0.70281 1.42286 0.81815 | 54
0.56088 0.67748 1.47607 0.82790 | 0.57524 0.70325 1.42198 0.81798 | 53
0.56112  0.67790 1.47514 0.82773 | 0.57548 0.70368 1.42110 0.81782 | 52
0.56136 0.67832 1.47422 0.82757 | 0.57572 0.70412 1.42022 0.81765 | 51

10 | 0.56160 0.67875 1.47330 0.82741 | 0.57596 0.70455 1.41934 0.81748 | 50
11 [ 0.56184 0.67917 1.47238 0.82724 | 0.57619 0.70499 1.41847 0.81731 | 49
12 1 0.56208 0.67960 1.47146 0.82708 | 0.57643 0.70542 1.41759 0.81714 | 48
13 1 0.56232 0.68002 1.47053 0.82692 | 0.57667 0.70586 1.41672 0.81698 | 47
141 0.56256 0.68045 1.46962 0.82675 | 0.57691 0.70629 1.41584 0.81681 | 46
15 1 0.56280 0.68088 1.46870 0.82659 | 0.57715 0.70673 1.41497 0.81664 | 45
16 | 0.56305 0.68130 1.46778 0.82643 | 0.57738 0.70717 1.41409 0.81647 | 44

<

CONN N WN—D

tablice prirodnih vrijednosti trigonometrijskih funkcija (izvadak)

1. Ako je kut zadan s minutama, primjerice o = 34°18’, s koliko decimala moramo odrediti vrijednost
kosinusa? Napravi racun sli¢an prethodnom.

2. Ako je poznato o = 34°13" i B = 22°18'38", s koliko decimala treba odrediti sin(c + 8) ? Napisi tu
vrijednost.

3. Zadana je vrijednost sin or = 0.238 . Koliki je kut?

4. Kut a = 52° odreden je kutomjerom. Tu je 1° preciznost s kojom to moZemo uéiniti. Kako éemo
zapisati sin o ?

5. Vrlo precizna astronomska mjerenja zahtijevaju poznavanje kuta s to¢no$éu veom od 1. Poznato je da
vrijedi sinor = 0.3623830512 . Koliki je kut o ? Napisi njegovu mjeru u stupnjevima. Kako bi se taj
broj napisao koriStenjem minuta i sekunda?

12



TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE KUTOVA U TROKUTU “

u KOLIKO JE DUG LUK KUTA JEDNE SEKUNDE?

Nacrtamo li na papiru kruznicu polumjera 4 cm, koji dio njezina luka odgovara kutu od 1" ?

Irsr(;)é- . Uvrstimo i » =40 mm, o = (1/3600)0 s

¢ = 0.00024 mm . Kut od jedne sekunde ne moze se nacrtati u nasoj biljeznici (a niti kut od jedne minute).

Odgovor je lako dati. Duljina luka iznosi ¢ =

Trag olovke debeo je oko 0.7 mm. To je upravo duljina luka za kut od 1°.

Povecajmo nasu kruznicu do veli¢ine glavne kruznice zemaljske kugle. Njezin je polumjer oko 6400 km, pa
sad sekundi odgovara luk (tj. udaljenost na povr$ini Zemlje) od 31 metra. Sekunde su prave veli¢ine kad je
rije¢ o preciznosti lokacije poloZaja s pomocu GPS uredaja. Ta preciznost danas odgovara minimalno jednoj
sekundi, a uz pomo¢ korekcija i sigurnijeg nacina racunanja moze se postici tocnost lokacije od 2 do 5 metara.

Ova je tocnost impresivna jer je kut veli¢ine desetine jedne sekunde uistinu minimalan.
Sto onda reéi za precizna astronomska mjerenja koja idu do milijuntog dijela sekunde? Najvazniji nain za

mjerenje udaljenosti do neke zvijezde jest u odredivanju njezine paralakse, tj. kuta pod kojim se ta zvijezda
vidi sa Zemlje u razmacima od 6 mjeseci, a u odnosu na vrlo udaljena nebeska tijela u pozadini.

polozaj Zemlje
u lipnju

L kut

paralakse
o Miska
O zvijezda

o Zemljina » i
udaljene zvijezde orbita polozaj Z_emlje
fiksnog polozaja u prosincu

Paralaksa zvijezde je kut reda veli¢ine jedne sekunde ili manje. Mjera za udaljenost zvijezda je parsek. To je
duljina katete pravokutnog trokuta kojemu je druga kateta dugacka jednu astronomsku jedinicu (tj. udaljenost
Zemlje od Sunca), a kut ima mjeru od 1 sekunde.

Na kojoj ¢e se udaljenosti od oka olovka duljine 20 cm vidjeti pod kutom od 1 sekunde?
Koja udaljenost na Zemljinoj povrini odgovara kutu od 1’ ? Usporedi taj broj s duljinom morske milje.
Provjeri da jedan parsek iznosi 206 265 astronomskih jedinica.

Iskazi 1 parsek u svjetlosnim godinama.

s =

Pokazi da je udaljenost neke zvijezde jednaka 1/c parseka ako je o paralaksa te zvijezde (u sekundama).
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- Zadatci 6.1.
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Dva kuta, o i 0° < a, B < 90° kom-
plementarna su a.ko je o+ B = 90°. Odredi
komplement kuta o ako je:

1) a=38°; 2) o =47°15;

3) o =82°49'33"; 4) a=11°11"11".
Dvakuta, ov i 8, 0° < o, B < 180° suplemen-
tarnasu ako je o+ = 180°. Odredi suplement
kuta o ako je:

1) a=33°;

3) a=79°59'59";

2) a=111°11"11";
4) o = 100°01'01".

Mjerukuta o zadanu u stupnjevimaizraziu stup-
njevima, minutama i sekundama:

1) a=13.715°; 2) o= —122.4445;
3) o =133.2345°; 4) a= —47.6534°.

Mjeru kuta izrazi u stupnjevima:
1) 45°15'33"; 2) 95°27'18";
3) 75°24'48"; 4) 101°11'10".

Odredi Cetiri trigonometrijske funkcije kutova za-
danih podatcima sa slike

Jedan krak kuta o je na osi Ox, vrh u ishodistu,
a drugi krak na pravcu. Odredi sinus, kosinus i
tangens kuta o .
1) 2x—5y=0;
3) 2x+3y=0;

2) x—3y=0;
4) x+2y=0.

Odredi kutove zadane podatcima sa slika

T(-1,3)

8. Za zadane kutove izradunaj Vr1Jednost1 trigono-
metrijskih funkcija. Rezultate upisi u biljeZnicu,
s Cetiri decimale.

9. Za zadane kutove izracunaj vrijednosti trigono-
metrijskih funkcija. Rezultate upisi u biljeznicu,
s potrebnim brojem decimala.

10. Odredi kut o ako je:
1) sino =0.3616; 2) sina = 0.251378;
3) cosax =0.313; 4) coso = —0.1433;
5) tga =0.725; 6) tgo =3.21277;
7) ctga=0.1414; 8) ctgo = —0.0588.

-—h
—h

. Iz zadane vrijednosti trigonometrijske funkcije
odredi mjeru suplementarnog kuta. Rezultat za-
pisi u stupnjevima.
1) cosa =0.3;
3) tgy =0.5;

2) cosf = —-0.8;
4) sind =0.2.



POUCAK O SINUSIMA m

m Poucak o sinusima

Poucak o sinusima

Nacrtajmo bilo koji trokut ABC (prva slika lijevo).

1z pravokutnog trokuta APC citamo v, = bsino. Ako
je kut « tup (druga slika), onda iz trokuta PAC slijedi
ve = bsin(180°—a) = bsin . Dakle, uvijek je

v. = bsina.
Sli¢no je iz trokuta BPC
Ve = asin f.

S . . a b
Slijedi asinff =bsinege — —— = ——.
sinog sinf3
Potpuno na isti nacin dobili bismo i ovaj omjer:
b c

sinB siny’

P 4 B Time smo dokazali sljede¢i vazni poudak.

Poucak o sinusima

U svakom su trokutu omjeri duljina stranica i sinusa tim stranicama
suprotnih kutova jednaki:

a b ¢
sina sinff siny’
Te jednakosti mozemo napisati u obliku produzenog razmjera

a:b:c=sinc:sinf :siny.

Rjesavanje trokuta

Pri rjeSavanju zadataka vezanih uz trokut moramo iz nekih njegovih poznatih
osnovnih elemenata (stranica i kutova) odrediti preostale. Prema pouccima o
sukladnosti trokuta znamo da trokut moZe biti zadan tim elementima na jedan od
sljedecih Cetiriju nacina:

(a) zadana je stranica i dva kuta

(b) zadane su dvije stranice i kut nasuprot vecoj od njih
(¢) zadane su dvije stranice i kut izmedu njih
(d) zadane su tri stranice.

U slu¢ajevima (a) i (b) ostale elemente trokuta moZemo odrediti primjenom
poucka o sinusima.
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Stranica i dva kuta

Razmotrimo prvi od ovih Cetiriju slucajeva.

Ako su zadana dva kuta, odreden je i treci kut jer je zbroj kutova u trokutu jednak

180°. Trebamo odrediti preostale dvije stranice trokuta. To ¢inimo s pomocu
poucka o sinusima.

m U trokutu su zadani kutovi o« = 50°, B = 72° i stranica @ = 4.6 cm.

Zadatak 1.

Odredimo preostale dvije stranice.

@ Odredimo najprije treci kut:
y =180° — ox — B = 58°.

Preostale dvije stranice racunamo iz poucka
0 sinusima.

1z

a:b=sina:sinf

slijedi
sin 3 0 sin72°
~ sin50°

~ sino

-4.6 cm = 5.7 cm.

Sli¢no, iz drugog omjera
a:c=sino:siny

dobivamo ) )
siny sin 58°

C = — a = —;
sin o sin 50°

-4.6cm = 5.1 cm.

Kutovi trokuta u omjeru su 3 : 5 : 7. Duljina najkrace stranice trokuta iznosi
11 cm. Kolika je duljina najdulje stranice?

m U trokutu ABC poznat je opseg 2s = 22 cm i kutovi o@ = 67° 1 = 52°.

Kolike su njegove stranice?

@ Rijesimo najprije ne uvritavajuci konkretne vrijednosti. (Takav je postupak
cesto jednostavniji i pregledniji.)

Iz dvaju poznatih kutova mozemo odrediti treéi: y = 180° — a — f. 1z

y o sinf8 . sin . . .
poucka o sinusimaje b = ——a i ¢ = — Y a. Uvrstimo te vrijednosti u
S

in o sin o
a+b+c=2s.




POUCAK O SINUSIMA m

Dobivamo: ) )
a-+ S.mﬁa + s'mya = 2s,
sin o sin &
odakle slijedi
2ssin o

sino + sinf3 + siny

Identi¢na formula vrijedi i za druge stranice trokuta:
2ssin 3
~ sina +sin B +siny’
2ssiny
sino + sinf + siny’

Sad uvrStavamo konkretne vrijednosti. Za kut y imamo: y = 180° —67° —
52° = 61°. Odavde prema izvedenim formulama slijedi a = 7.84 cm,
b=6.7lcm, ¢c =7.45cm.

Zadatak 2.  Zbroj duljina dviju stranica trokuta je 25 cm. Nasuprot tim stranicama nalaze se
kutovi od 36°12" i 103°42’. Kolika je duljina treée stranice trokuta?

Dvije stranice i kut nasuprot jednoj od njih

1z poucaka o sukladnosti trokuta znamo da je u ovom slucaju trokut jednoznacno
odreden ako se kut nalazi nasuprot vecoj stranici.

m Odredimo nepoznate elemente u trokutu kojem je poznato a = 3 cm,
b=5cmif =30°.

@ Odredujemo najprije kut o: 4

3
sina = gsinﬁ = sin30° =03

B C
paje oo = 17°28’. Sada je ¥ = 132°32’ i kona¢no
i in 132°32’
o= MY, SMDEOR o g agem,
sin 8 sin 30°

Zadatak 3.  Odredi nepoznate elemente u trokutu ABC ako je b = 34cm, ¢ = 52 cm,
Y = 66°33'11".

17
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Promotrimo sada $to se dogada u slucaju kad se zadani kut ne nalazi nasuprot
vecoj stranici. Vidjet ¢emo da tada mogu postojati dva razli¢ita trokuta koji se
podudaraju u dvjema stranicama i jednom kutu.

m Odredimo duljinu stranice c¢ te kutove ¢ i y trokuta u kojem je poznato
a=5cm,b=3cmi 3 =30°.

@ Najprije ¢emo nacrtati skicu. Povu-
cimo duzinu BC dugacku 5 cm i uz
vrh B nacrtajmo kut <CBD od 30° .
Opisimo zatim luk kruZnice sa sre-
distem u C i polumjerom 3 cm koji
sijeCe drugi krak BD u dvjema toc-
kama, A; i A,. Oba trokuta A;BC i
AyBC zadovoljavaju uvjete zadatka.
Odredit ¢emo njihove elemente. B 4 C

Rabimo poucak o sinusima da bismo odredili kut o . Vrijedi
5
sin o = gsinB = < sin30° = 0.83333.
Odavde je o = 56°27' ili ov = 123°33’ jer ova dva kuta imaju isti sinus.
Odgovarajuée vrijednosti za treci kut y dobivamo iz y = 180° — ot — 3 pa
je y =93°33" ili y =26°27".

Preostaje odrediti stranicu c¢. Ponovno rabimo poucak o sinusima:

__siny
~ sinf
pa je
] o ! ] o !
o T o S i o e L s e
sin 30° sin 30°
Prema tome, dva rjeSenja glase:
o = 56°27, y = 93°33, ¢ =5.99 cm,

o =123°33,  y=126°27, c=2.67cm.

Zadatak 4.  Odredi duljinu stranice ¢ trokuta ABC ako je a = 15cm, b = 17.2cm,
o =42°18".

— ’ —
Zakljucujemo: ako je zadan kut nasuprot vecoj stranici, onda zadatak (uvijek)
ima jednoznacno rjeSenje. Ako je zadan kut nasuprot manjoj stranici, zadatak
moze imati dva, jedno ili nijedno rjesenje.

Dakle, kada su poznati kutovi trokuta, najprije racunamo stranicu nasuprot naj-
vecem kutu.
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Primjene poucka o sinusima

Potrebe mjeriteljstva bile su kroz povijest, uz astronomska mjerenja, najvazniji
razlog razvoja trigonometrije. Osnovni je problem mjeriteljstva odrediti udalje-
nost dviju, najcesce nedostupnih, tocaka. Opca je shema ovakva: na dostupnom
dijelu terena odrede se istaknute tocke (kote) i izmjeri njihova udaljenost. Te-
odolitom se mogu izmjeriti kutovi izmedu bilo kojih triju vidljivih to¢aka, medu
kojima ima i onih koje nam nisu dostupne. Nakon toga zadatak je trigonometrije
izraCunati traZene udaljenosti.

Tlustrirajmo nekoliko tipi¢nih situacija u kojima se rabi poucak o sinusima.

Pri mjerenju visine objekta kojem je podnoZzje nedostupno, mozemo postupiti
na sljedeci nacin. Odaberu se dvije tocke, A i B takve da pravac AB prolazi
noziStem objekta. Izmjere se kutovi & i B te udaljenost d odabranih tocaka.

(R |

0
A/ o B/ B Di
7 B

d

Kut pri vrhu 7 u trokutu ABT je f — oc. Naime, prema poucku o vanjs-
kom kutu trokuta — vanjski kut jednak je zbroju dvaju nesusjednih unutarnjih
kutova. Prema poucku o sinusima je

|AT| : d = sin(z — B) : sin(p — a)
dsin 3

AT|=

Neka je h visina instrumenta, a x trazena visina objekta. Iz pravokutnog
trokuta ADT je x — h = |AT|sin o pa je kona¢no

__dsinasinf

e

19



n TRIGONOMETRIJA TROKUTA

m Vrh C brda vidi se iz mjesta A pod kutom 15°, a iz podnoZja B brda, 300
metara udaljenog od A, pod kutom od 38°. Ako nagib od A do B iznosi
20°, kolika je visina /& brda?
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Kut koji gleda iznad razine horizonta zovemo kut elevacije, dok za onaj koji
gleda ispod razine kaZemo da je kut depresije. Na slici je kut elevacije
utocki A 15°, a kut depresije 20° .

@ 1zratunajmo kutove trokuta iz zadanih podataka:
o = SCAB = 15° +20° = 35°,
B = JABC = 180°—(20°+38°) = 122°,
y =180° — (a + B) = 23°.
Poznata je i stranica ¢ = |AB| trokuta. Po poucku o sinusima je
= s1'n_occ = ﬂ -300 = 440.4 m.
siny sin 23°

Zato je
h = asin38° =271 m.

Sinus dvostrukog kuta

Za svaki kut «a vrijedi

sin 20 = 2 sin & cos .

Kut nad promjerom je pravi pa je trokut ABC sa slike pra-
vokutan. Hipotenuza AB ima duljinu 2 pa je duljina stranice
|AC| = 2cos a, a duljina stranice |BC| = 2sino. Prema
poucku o obodnom i sredi$njem kutu vrijedi <CSB = 20.
Iz pravokutnog trokuta SPC imamo |CP| = sin2c.

Umnozak kateta u pravokutnom trokutu jednak je umnosku
hipotenuze i visine na nju pa je:

2sino - 2coso = 2 - sin20.

20
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Kada je brod u polozaju A, tada se 3 km udaljen svjetionik S vidi pod kutom
32° istocno. Deset minuta kasnije on se iz polozaja B vidi pod kutom 40°
zapadno. Ako brod ima smjer kretanja 15° prema jugu, kolika je njegova
brzina?

@ Odredimo kutove trokuta:
o =90° — 32° + 15° = 73°,
B =90° — 15° — 40° = 35°,
y = 180° — (a + B) = 72°.

Zadana je udaljenost d = |[AS| = 3 km. Po poucku o sinusima je
siny sin 72°

s =148l = G069~ sn3se 3km
= 4.97 km.
Odavde rac¢unamo brzinu
y = ; - 4'917 KM _ 9.84 km/h.
3 h

Zadatak 5. Dvije osmatracnice za otkrivanje Sumskih po-
Zara smjeStene su na istoj geografskoj Sirini, a
medusobno su udaljene 75 km. Iz osmatrac-
nice A vatra je uocena u tocki C pod kutom
42° istocno, a iz osmatrac¢nice B pod kutom
15°, takoder istocno. Kolike su udaljenosti
osmatracnica od mjesta pozara?
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- Zadatci 6.2.
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Izracunaj dul]lne ostalih dviju stranica i treci kut
trokuta ako je:

1) a=2lcm, o =66°, B =52°;

2) a=73cm, f=86°, y =51°;

3) b=132cm, a =21°48', B = 123°42';
4) b=445cm, a = 103°28', y = 41°33';
5) c=10cm, o =88°, y = 12°;

6) c=0.89cm, o =28°, B =34°.

Izracunaj duljinu trece stranice i ostale kutove
trokuta ako je:

1) a=2lcm, b=15cm, o = 66°;

2) a=3.8cm, b=59cm, § =64°10;

3) a=0.88cm, b =125cm, 3 = 87°36';
4) a=10.5cm, ¢ = 13.5cm, o = 48°46/;
5) b=2lcm, c=15cm, y = 36°;

6) a=13.8cm, c=8cm, y = 15°.

Ako su a i b duljine stranica, a o i 3 tim stra-

nicama suprotni kutovi te ako vrijedi
a

= ——, taj je trokut jednakokracan.
cosa  cosf

Dokazi.

Kutovi trokuta u omjeru su 3 : 5 : 7. Koliki je
omjer duljina najdulje i najkrace stranice trokuta?

U trokutu ABC je oo = 2B, B = 3y, te
a+2b = 30cm. Kolika je duljina stranice a
ovog trokuta?

Odredi duljinu stranice ¢ i kutove trokuta ABC
akojea=16cm, b = 11.2cm te a+f = 93°.

Odredi duljinu stranice a i kutove trokuta ABC
akoje b=7.5cm,c=62cmte f—y = 17°.

Zbroj duljina dviju stranica trokuta je 49 cm, a
nasuprot tim stranicama su kutovi od 70°24" i
50°16’. IzraGunaj duljine stranica trokuta.

Zbroj duljina dviju stranica trokuta je 17.8 cm, a
nasuprot tim stranicama nalaze se kutovi od 99°
i 53°. Izracunaj duljinu trece stranice trokuta.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Razlika duljina dviju stranica trokuta je 3.2 cm,
a kutovi nasuprot tim stranicama iznose 52° i
67° . Kolika je duljina trece stranice tog trokuta?

Razlika duljina dviju stranica trokuta je 34 cm, a
nasuprot tim stranicama nalaze se kutoviod 108°
i 28°. Kolike su duljine stranica tog trokuta?

Opseg trokuta ABC je 30 cm, =47°, = 65°.
Izracunaj duljine stranica trokuta.

Razlika duljina najdulje i najkrace stranice troku-
ta iznosi 6 cm, a sinusi unutarnjih kutova trokuta
u omjeru su 3 : 4 : 2. Kolike su duljine stranica
trokuta?

Opseg trokuta je 30 cm, a njegovi su unutarnji
kutovi u omjeru 5 : 7 : 8. Kolike su duljine
stranica trokuta?

U trokutu ABC je a = 96°45', ¢ = 7cm,
ve = 5.5cm. Kolike su duljine stranica a i b
tog trokuta?

U trokutu ABC je y = 72°8', a = 18cm,
ve = 1l cm. Kolika je duljina stranice ¢ tog
trokuta?

Duljina hipotenuze pravokutnog trokuta je 15 cm,
a jedan Siljasti kut trokuta iznosi 42°28’. Odre-
di duljinu odsjecka simetrale pravog kuta koji je
unutar trokuta.

Jedan §iljasti kut pravokutnog trokuta je 36°52/12" .
U kojem omjeru hipotenuzu tog trokuta dijeli to¢-
ka u kojoj je sijece simetrala pravog kuta?

Vrhom A na osnovici jednakokracnog trokuta
ABC i sredistem trokutu opisane kruZznice po-
loZen je pravac koji krak BC sijece u tocki D.
Kolika je duljina duzine AD ako je duljina kraka
10 cm, a kut pri vrhu trokuta iznosi & = 55°12"?



POUCAK O KOSINUSU “

m Poucak o kosinusu

Stranice i1 kutove trokuta vezuje jo$ jedan temeljni poucak.
Neka je ABC bilo kakav trokut. Kao i pri izvodu poucka o sinusima, razmotrit
¢emo sljedece dvije situacije:
(a) kut y je Siljast
(b) kut y je tup.
(a) Saslike lijevo ¢itamo
¢* = |BD|* + |AD|?
= (a—|CD|)* + b* — |CD|?
=a* —2a-|CD| + |CD|* + b* — |CDJ?
=a*+b* —2a-|CD|
=a* + b* —2abcosy.

(b) Sadruge slike lijevo ¢itamo
¢* = |BD|* + |AD|?
(a+ |CD|)* + b* — |CD|?
@ +2a- |CD| + |CD|* + b* — |CD|?
=a* 4+ b* +2a-|CD|
=a +b* + 2abcos(180° — y)
=a*> +b*> —2abcosy.

Prema tome, u oba slucaja vrijedi ista formula. Bududi da se u
njoj javlja kosinus kuta, ovu formulu nazivamo poucak o kosi-
nusu. Primijetimo da je on istinit i kad je kut y pravi jer tada
poucak o kosinusu prelazi u Pitagorin poucak.

Analogne formule vrijede i za preostale dvije stranice trokuta.

Poucak o kosinusu

Kvadrat stranice u trokutu jednak je zbroju kvadrata drugih dviju strani-
ca, umanjenom za dvostruki umnozak tih stranica i kosinusa kuta izmedu
njih:

@ =b* + ¢ — 2bccos a

b* = a* + c? — 2accos

c? =d® +b* —2abcosy.
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Primjenom poucka o kosinusu rjeSavamo preostale dvije moguénosti zadavanja
trokuta:

(¢) zadane su dvije stranice i kut medu njima

(d) zadane su tri stranice.

Dvije stranice i kut medu njima

S pomocu poucka o kosinusu najprije odredimo trecu stranicu. Nakon toga lako
je izraCunati jedan od dvaju preostalih kutova.

m Odredimo nepoznate elemente u trokutu ako je zadano a = 4.3 cm, b =
5.6cm iy =52°.

@ Skicirajmo trokut. On je ovim podatcima jednozna¢no odreden.
B

@ G

®
c ® A

Trecu stranicu, ¢, odredujemo pouckom o kosinusu:
> =a* +b* —2abcosy
=43%+56°—-2-43-5.6-c0s52° =20.2
paje ¢ = 4.4944 cm.

U ovom su nam trenutku poznate sve tri stranice trokuta i jedan kut. Da
bismo odredili bilo koji od preostalih dvaju kutova, moZemo upotrijebiti bilo
poucak o sinusima, bilo poucak o kosinusu. Pokazat ¢emo primjerom da
ipak nije svejedno koji kut i s pomocu kojeg poucka trazimo.

PotraZimo, primjerice, kut 8 pouckom o sinusima:
b 5.6
sinff = —siny = ———sin52° = 0.98186.
c

4.4944

Kut f jednoznaéno je odreden jer postoji samo jedan trokut sa zadanim
elementima, medutim, mi u ovom trenutku ne znamo je li vrijednost tog kuta
veda ili manja od 90°. Izraunajmo obje mogude vrijednosti: f3; = 79°4
ili B, = 100°56’.
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POUCAK O KOSINUSU m

U prvom bi slucaju bilo

oy = 180° — B — v = 48°56/,
a u drugom

op = 180° — B, —y = 27°4.

Koja je vrijednost prava, jos uvijek ne moZzemo odrediti. Problem je nastao
zato Sto trazimo kut 8 nasuprot vecoj stranici jer je b > ¢. Umjesto toga,
trebali smo potraziti kut o nasuprot manjoj stranici:

4.4944

Kako je kut o manji od kuta y jer nasuprot manjoj stranici lezi manji kut,
sad smo sigurni da vrijedi oo = 48°56 pa je treci kut f = 79°4.

sin 52° = 0.753926.

. a .
sina = —siny =
c

Druga (i jednostavnija) moguénost jest da kut odredujemo pouckom o kosi-

nusu. Tad smijemo potraziti bilo koji od preostalih dvaju kutova bez straha

da ¢e mozda doci do pogresnog odabira. Vrijedi, primjerice,

a4+ c*— b 4.3%4+4.4944% — 5.6
2ac 24344944

Sad je kut 8 jednoznacno odreden. On se nalazi u prvom kvadrantu i iznosi
B =79°4" paje a = 48°56.

= 0.18963.

cosf =

Zadatak 1.  Odredi duljinu stranice a trokuta ABC ako je b = 12cm, ¢ = 15cm te

sina—g
137

5
Uputa. Najprije odredi cos o = :l:E i dalje racunaj po poucku o kosinusu.
Zadatak ima dva rjeSenja.

Zadatak 2.  Duljine dviju stranica u trokutu su 11 cm i 18 cm, a kut nasuprot jedne od ovih
dviju stranica dva je puta veci od kuta nasuprot druge. Kolika je duljina trece
stranice trokuta?

Uputa. Uzmidaje a:b =sino :sin2a =1: (2cosa). m

Tri stranice

Ako su zadane tri stranice, tada s pomocu poucka o kosinusu mozemo odrediti
bilo koji od triju njegovih kutova. Nakon toga drugi kut mozemo odrediti bilo
pouckom o kosinusu, bilo pou¢kom o sinusima.

Da bismo osigurali jednoznacnost odabira, korisno je najprije odrediti kut nasup-

rot najvecoj stranici. Nakon toga za raCunanje drugog kuta mozemo bez opasnosti
upotrijebiti poucak o sinusima.
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“ TRIGONOMETRIJA TROKUTA

m Odredi kutove u trokutu ako su mu zadane stranice a = 5cm, b = 6 cm i
c=8cm.

@ Odredimo najprije kut y :
at+b - 52+62-8 3

- — 2 — 005
2ab 2-5-6 60

Kako je kosinus negativan, kut y je tup: y = 92°52’.

cosy =

Drugi kut, recimo f3, ratunamo pouckom o sinusima (taj je kut sigurno
Siljast):

b 6
sinfl = —siny = 3 sin 92°52" = 0.74906,
c

paje B = 48°31’. Tredi kut iznosi o = 38°37’.

m Duljine stranica trokuta u omjeru su 3 : 4 : 6. Koliki je najveci kut ovog
trokuta?

4 Omjerom duljina stranica trokut nije jednozna¢no odreden. No, svi trokuti
koji imaju navedeno svojstvo medusobno su sli¢ni.

Kako su odgovarajuéi kutovi sli¢nih trokuta
sukladni, u rjeSavanju zadatka mozemo uze-
ti da su duljine stranica jednake 3 cm, 4 cm
i1 6 cm. Najveéi kut je nasuprot najdulje
stranice pa primjenom poucka o kosinusu
zapisujemo: o

34426 11 4
2-3-4 24
Ocito, kut o je tup te nalazimo o = 117°17’.

Cos @ =

n U elektroni¢kom dijelu udzbenika rijeSi dodatne zadatke vezane uz poucak o sinusima i pou¢ak o kosinusu. ﬂ

Rijesimo neke primjere primjenom poucka o kosinusu.

Na tijelo djeluju dvije sile iznosa F; =5 N i F, = 10 N. Kut izmedu njih
je 45°. Koliki je iznos rezultantne sile?

@ Iznos rezultantne sile nalazimo iz
trokuta ABD pouckom o kosinusu:

F? = F} + F3 — 2F|F, cos 135°
= 195.71 N?
paje F, =14 N.

26



POUCAK O KOSINUSU m

m Udaljenost dviju toc¢aka A i B ne

mozemo izmjeriti neposredno.
Ako je moguce na terenu odrediti
tocku C takvu da moZemo izmje-
riti udaljenosti |[AC|, |BC| i kut v,
onda trazenu duljinu |AB| racunamo
po poucku o kosinusu.

m Zelimo izradunati udaljenost dviju nepristupacnih todaka S i T'.

@ Na pristupa¢nom dijelu terena izmjerimo uda- T
ljenost d dviju tocaka A i B. Odredimo zatim g /
kutove o i fB; u trokutu ABS te kutove oy - ya
i B u trokutu ABT. Onda je, po pouckuo />~ 7 |
sinusima: 2 .

] = dsin B, _ dsinBy m

sin(180°—a—PBy)  sin(a+ 1) jap

dsin B dsin B Jd\a)
AT| = — oy = <A BB
sin(180°—oy —B)  sin(oy + B) P B

B

Sad u trokutu AST znamo dvije stranice. Kako bismo izracunali trazenu
treéu stranicu |ST|, trebamo jo§ poznavati kut o . Ako sve Cetiri tocke A,
B, S i T leze u jednoj ravnini, onda je cp = o — o . Inace op moramo
izmjeriti. Zatim se duljina stranice ST ra¢una pouckom o kosinusu iz trokuta
AST.

E POUCAK O KOSINUSU

a-(2ccosf—a) = (c—>b)(c+b)
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“ TRIGONOMETRIJA TROKUTA

- Zadatci 6.3.

28

10.

11.

Izracunaj dul]lnu trece stranice i ostalih dvaju ku-
tova trokuta ako je:

1) a=42cm, b=37.1cm, y = 67°19;

2) a=229cm, ¢ =16.9cm, 3 = 39°52’;
3) b=38cm, ¢c=52cm, o = 33°36;

4) a=132cm, b=5cm, y =26°13;

5) b=155cm, ¢ =2.15cm, o = 71°34'.

Koliki su kutovi trokuta ako su zadane duljine
njegovih stranica:

1) a=44cm, b=58cm, c=6.2cm;

2) a=29cm, b=44cm, ¢c =59cm;

3) a=135cm, b=17.2cm, ¢ = 26.8 cm.
4) a=375cm, b=4.17cm, c =5cm.

5) a=113cm, b =127 cm, ¢ = 144 cm?

Izracunaj duljinu stranice ¢ trokuta ABC ako je
a="7.8cm, o =72°36, f =55°12".

Duljine stranica trokuta su a, b i c¢. Ako je
a* + b* > ¢?, onda je kut nasuprot stranici c
Siljast, a ako je a® + b* < 2, taj je kut tup.
Dokazi!

Duljine stranica trokuta u omjeru su 4 : 8 : 11
Koliki je najveci kut ovog trokuta?

Za duljine stranica trokuta ABC vrijede omjeri:
a:b=4:5,b:c=7:10. Koliki su kutovi
trokuta ABC?

Duljine stranica trokuta u omjeru su 4 : 3 : 6.
Koliki je najmanji kut ovog trokuta?

Ako su duljine stranica trokuta 2, 2v2 i V2 +

V6, bez uporabe racunala odredi najveéi kut
ovog trokuta.

Ako su duljine stranica trokuta 2, V3—-11+6,
bez uporabe rac¢unala odredi najmanji kut ovog
trokuta.

Duljine stranica trokuta su n+n+1,2n+11
n* — 1, gdje je n realan broj veéi od 1. Koliki je
kut nasuprot stranici duljine n* 4+ n + 1?

—_— -

Duljine stranica trokuta tri su uzastopna cijela
broja, a najveéi kut je dva puta veéi od najma-

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

njeg. Kolike su duljine stranica i koliki su kutovi
trokuta?

Za duljine stranica trokuta vrijedi c—b = b—a =
2 cm, a jedan kut trokuta iznosi 120°. Koliki je
opseg trokuta?

Odredi duljine stranica u trokutu ako je
a*+22 =82, b=7cm, B=60°.

Duljine dviju stranica trokuta su 25 cm i 30 cm,
a kut nasuprot jednoj od tih dviju stranica dvos-
truko je veéi od kuta nasuprot drugoj. Kolika je
duljina treée stranice trokuta?

Odredi duljine stranica trokuta ako vrijedi
a:b=12:7,c=3cmi a=2y.

Omjer duljina dviju stranica trokuta je 7 : 4, a
kut nasuprot jedne od tih stranica dvostruko je
veci od kuta nasuprot drugoj. Koliki je tre¢i kut
trokuta?

Zbroj duljina dviju stranica trokuta je 57 cm. Na-
suprot tim stranicama su kutovi od 75° i 42°.
Odredi duljinu stranice koja je nasuprot treceg
kuta trokuta.

Najdulja stranica trokuta ABC dugackaje 11 cm,
a duljina njezine ortogonalne projekcije na pra-
vac kojem pripada najkraca stranica za 4 cm dulja
je od te stranice. Koliki je najmanji kut trokuta
ako veliCina srednjeg kuta iznosi 44°?

Kolike su duljine stranica a i b trokuta ABC ako
je ¢ = 205cm, a + b = 285cm,
y =81°12"?

Odredi duljinu stranice b trokuta ABC ako je

=15cm, c=18cm, sinff = —.
a cm, ¢ cm, sinf3 7
U trokutu ABC je a = 53cm, ¢ = 6cm,
ve = 4.2 cm. Kolika je duljina stranice b ovog
trokuta?

Duljine dviju stranica trokuta su 24 cm i 15 cm.
Duljina ortogonalne projekcije krace od tih dviju
stranica na dulju iznosi 7 cm. Kolika je duljina
trece stranice trokuta?

Dan je jednakostranican trokut ABC. Tocka D
na stranici BC dijeli tu stranicu na dijelove s du-
ljinama 2 cm i 4 cm. Izracunaj duljinu duZine
AD.



TRIGONOMETRIJA TROKUTA m

m Trigonometrija trokuta

Sada ¢emo pokazati kako se poznavanje trigonometrije, posebno poucaka o sinu-
sima i kosinusu, moze primijeniti u rjeSavanju planimetrijskih i stereometrijskih
zadataka.

Posebno ¢emo se osvrnuti na racunanje razlicitih elemenata trokuta zato Sto je
trokut najvazniji lik u planimetriji.

Iz poznatih stranica i kutova mogu se racunati i neki drugi elementi trokuta:
polumjer opisane i upisane kruZznice, teziSnice, visine, simetrale kutova, njegova
povrsina i sl.

U trokutu ABC upotrebljavat ¢emo sljedece standardne oznake:

a,b,c stranice trokuta

o, B,y kutovi trokuta

ta, by, 1, teZiSnice trokuta

Va, Vi, Ve visine trokuta

Say SBy Sy simetrale kutova

R polumjer opisane kruZnice
r polumjer upisane kruZznice
s poluopseg

P povrsina trokuta.

Povrsina trokuta

Nacrtajmo bilo koji trokut ABC i ozna¢imo njegove elemente
na uobicajeni nacin.

Iz planimetrije znamo da je povr$ina trokuta jednaka polovici
umnoska stranice i visine na tu stranicu. Primjerice:

1
P = Eava . Iz pravokutnog trokuta ADC

(slika lijevo) je v, = bsiny pa vrijedi

1
P = Eab siny.

Akojekut y tup, ondaje v, = bsin(180°—
y) = bsiny (slika desno) i vrijedi ista for-
mula. Iskazimo tu vaznu formulu rije¢ima. -~ /v / o
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n TRIGONOMETRIJA TROKUTA
Povrsina trokuta

PovrSina trokuta jednaka je polovici umnoska dviju stranica i sinusa kuta
izmedu njih:

1 1 1
P= Eab siny = Ebcsina = Eacsinﬁ. (D)

m Stef i Joza ispravljaju medu izmedu svojih imanja: granicu ACB zamjenjuju
granicom AD, ali tako da se povrSine P; i P, njihovih imanja ne izmijene.

Na terenu su izmjerene duljine stranica a i b te kutovi y i §. Kolika mora
biti udaljenost x to¢aka B i D?

Prikazana je rektifikacija zemljista. Jedno se
podrucje zamjenjuje drugim iste povrsine.

@ Trokut ACP mora biti iste povriine kao i trokut BDP. No to zna¢i da su
trokuti ABC i ABD iste povrsine. Zato je

1 1
Eab siny = Ecxsin(ﬁ +9),

pa odavde slijedi
_ absiny

~ csin(B+9)’

Stranica c¢ izracuna se pouckom o kosinusu iz zadanih podataka a, b i y.

—_— -

Korisno je poznavati i formulu za povrsinu trokuta u kojem su poznati kutovi i
jedna stranica. Neka je to stranica a. Iz poucka o sinusima dobivamo:

1 1 asinf a’*sin Bsiny
P = — b 1 == — . . 1 p— _—,
247 =54 e M T T Dsina
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TRIGONOMETRIJA TROKUTA “

Povrsina trokuta

Povrsina trokuta kojem poznajemo kutove i jednu stranicu je:
a*sinfBsiny  b*sinasiny  ¢?sinasin B
2sinoc 2sinff 2siny

P=

m Anka 7zeli ograditi svoje zemljiSte oblika trokuta koje ima povrSinu
2400 ¢hv!. Da ne bi mjerila opseg, lakse joj je odrediti kutove pri jed-
noj stranici; oni iznose 45° i 50°. Koliko ée dugacka biti ograda?

@ Tredi kut trokuta, oznacimo ga sa , iznosi 85°. Odredimo duljinu stranice
a*sin 3 - siny
2sina

2P sin o
a = 0 .-
V sin B siny

Povr$ina je zemljiita u etvornim metrima P = 8633 m?. Odavde je
a = 178 m. Opseg dobivamo iz:

a nasuprot tom kutu. Iz P = slijedi

asinff  asiny
sin & sin &

:a(l+ﬂ+ﬂ>:44lm.

o=a+b+c=a+

sinoe  sino

_— —

Izvedimo jos neke formule za povrSinu trokuta.

Povrsina trokuta

Ako su poznate stranice trokuta, njegovu povrsinu ra¢unamo Herono-
vom formulom

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c).
1
gdje je s = 3 (a+ b+ ¢) poluopseg trokuta.

Heronovu formulu koristili smo u planimetriji. Nac¢inimo ipak njezin izvod. Po-

lazimo od temeljne formule P = Eab siny, ukojoj siny valja izraziti s pomocu
duljina a, b i c stranica trokuta.

! Hvat je stara mjera za duZinu. 1 hvat ima 1.896 m, a 1 Getvorni hvat ima 3.597 m?.



n TRIGONOMETRIJA TROKUTA

siny =1 —cos?y = (1 —cosy)(1 + cosy)

a* + b — ¢ a* + b — ¢
=(1- 1
< 2ab >< * 2ab >

2ab —a* —b*+¢* 2ab+d® + b —?

2ab 2ab
A= (a—b)? (a+b)?—<c?
B 2ab 2ab
1
:W(c—a—kb)(c—ka—b)(a—kb—c)(a+b+c).

Sadjea+b+c=2stec—a+b=2s—a), cta—>b = 2(s—Db),
a+b—c=2(s—c). Dobili smo

siny = é\/s(s—a)(s—b)(s—c).

1
Nakon uvrStavanjau P = Eab siny dobit ¢emo Heronovu formulu.

Polumjer opisane i upisane kruznice

Nacrtajmo trokut ABC i opi§imo mu kruznicu. Oznac¢imo s a duljinu stranice

BC,s o kutprivrhu A is R polumjer opisane kruznice. Razmotrimo ove dvije
moguénosti:

(a) kut o je Siljast
(b) kut a je tup.

Promotrimo obje situacije.

(a) Povucimo pravac CO. Neka on sijece kruznicu u tocki E
(slika lijevo). Trokut EBC je pravokutan jer je EC promjer
kruZnice. Prema poucku o obodnom kutu, kut pri vrhu E isti je
kao i kut pri vrthu A. Zato vrijedi

ino a
sinot = —.
2R

(b) Sad je Cetverokut ABEC tetivni (druga slika lijevo) pa kut
pri vthu E iznosi 180° — «. Iz pravokutnog trokuta BEC
¢itamo 4

ino = sin(180° — a) = —.

sin sin( ) R

Ova jednakost vrijedi i za pravokutni trokut. Dakle, za bilo koji

trokut vrijedi

a
- =2R.
sin o
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TRIGONOMETRIJA TROKUTA m

Analogne jednakosti vrijede i za preostale dvije stranice trokuta.

Poucak o sinusima i polumjer opisane kruznice

U svakom su trokutu omjeri duljina stranica i sinusa tim stranicama
suprotnih kutova jednaki promjeru trokutu opisane kruznice:

2 _ 2 _ C _op 2)
sinoe  sinff  siny

— ’ —
Jos u prvom razredu upoznali smo i sljedece dvije formule.

Povrsina trokuta

Povrsina trokuta moze se dobiti iz polumjera upisane kruZznice i poluop-

sega:
P =rs. 3)
Ako su poznate stranice trokuta te polumjer opisane kruznice, onda vri-
jedi:
abc
= = 4
4R )

Formula (3) slijedi iz slike desno:

P = Paasg + Papsc + Pacsa

1 1 1
= 5er + Ear—|— Ebr =7s.
Formula (4) slijedi iz (2) ovako:

c _ abc
2R 4R’

1 1
P = Eabsiny = Eab‘

Zadatak 1. U trokutu ABC je a = 30 cm, 3 = 40°35’, a duljina polumjera trokutu opisane
kruZnice iznosi 18 cm. Odredi duljinu polumjera kruznice upisane trokutu.

Ciklicna zamjena

Neke su formule vezane uz trokut simetricne jer se u njima elementi trokuta
javljaju ravnopravno. Primjer je takve formule Heronova formula:

P=+/s(s—a)(s—b)(s—c).
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Neke formule nisu simetri¢ne, poput

a

P=—av, ili = 2R.

2 sin o
Kako je a bilo koja stranica po volji odabranog trokuta, ove se formule mogu
iskazati i u nekoj drugoj kombinaciji stranica’ :

P= Ebvb = Ecvc.

S pomocu jedne nesimetri¢ne formule moZemo
napisati drugu tako da zamijenimo imena ele- b, B
mentima pazedi na cikli¢an poredak: stranica
a prelazi u b, stranica b u c, stranica ¢ u a

LTy X Y

i sli¢no za druge elemente trokuta. Shematski

to prikazujemo slikom.

Tako, primjerice, iz formule v, = bsin o cik-

licnom zamjenom dobivamo v, = csinf3,

Ve =asiny . a, o

Visine trokuta

Visine trokuta obrnuto su proporcionalne duljinama odgovarajuéih stranica. U to
se mozemo uvjeriti iz izraza za povrsinu trokuta.

1 e
1z Eava = Ebvb slijedi

a:b=v,:v,.
Cikli¢nom zamjenom dobivamo:

b:c=v.:w, cia=v,: V..

CTEEN  Akosu v, i vy visine trokuta te ako je vy : vy = 3 : 4 i B = 42°15',

odredimo kut y trokuta.

@®izv, :v, =3 :4slijedi a:b=4:3. Prema poucku o sinusima
je a: b = sina : sinf i odatle dobijemo sino = 0.89649. Dvije su
mogucnosti za kut « (zasto?):

oy =63°42" ili o =116°18.
Zbog toga zadatak ima dva rjeSenja:
1 =74°3" ili = 21°27.

2 Umjesto paméenja triju srodnih formula korisnije je zapamtiti formulu prema smislu: povrSina
trokuta jednaka je polovici umnoska stranice i visine na tu stranicu, odnosno omjer duljine stranice i
sinusa njoj suprotnog kuta jednak je promjeru opisane kruznice.
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Zadatak 2.

TRIGONOMETRIJA TROKUTA m

Simetrale kutova

Oznacimo sa s, duljinu simetrale kuta o u trokutu ABC.

Poucak o simetrali kuta

Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dije-
li suprotnu stranicu u omjeru jedna-
kom omjeru duljina stranica Sto zat-
varaju taj kut:

x:y=b:c.

Oznacimo elemente kao na slici. Prema poucku o sinusima za trokute ABD i
ADC je

sing sin ¢ sing
r__ 2 Y _ 2 _ "2
b  sind’ ¢ sin(r—3) sind’

. b . .
Zato je 7 , a odavde T2y poucak je dokazan.
b ¢ y ¢

IzraCunaj duljinu simetrale kuta uz osnovicu jednakokracnog trokuta ako je du-
ljina kraka 15 cm, a kut pri vrhu trokuta je 52°35".

Tezisnice

Neka je dan trokut ABC . Produzimo teZiSnicuiz vrha A tako dabude |AT| = 21, .
Cetverokut ABTC je paralelogram (jer mu se dijagonale raspolavljaju).

Kut JABT iznosi 180° — o pa po poucku o kosinusu vrijedi
482 = b* 4 ¢* — 2bccos(180° — o) = b? + ¢* + 2bc cos a.
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Zadatak 3.

Zadatak 4.

Medutim, znamo da je a* = b*> + ¢*> — 2bccos o pa zbrajanjem ovih dviju
jednakosti dobivamo:

42 = 2b* + 2% — a*.
Cikli¢nom zamjenom dobivamo izraze za preostale dvije teZiSnice:

4t = 2a* + 2% — b?

42 = 2a* 4+ 2b* — 2.

Shvativsi ove tri jednakosti kao sustav jednadzbi s nepoznanicama a, b i ¢, moci
¢emo izraCunati:

4
a = §(2t§ +22 - 1), (5)
Cikli¢nom zamjenom dobivamo izraze za stranice b i c:

4
b = §(Zt§ 422 — 1)

4
c? = 6(21,‘2 +262 — £2).

Odredi kut 8 trokuta ABC akoje f, =5cm, t. =2.5cm i a =4 cm.

Koliki kut zatvaraju teziSnice povucene iz vrhova B i C trokuta ABC ako je
a=45cm, b=38cm,c=5.1cm?

‘ @ J0S JEDAN DOKAZ POUCKA O KOSINUSU

0

c 4.
C‘O«S'Q A - b
?OOOJ, pe®
Vs obcoe,”\
B Y
B C
+1=C-h+O-b=01+[1-2 |
> §
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T | Zadati 6.4,

1.

10.

Izracunaj povrsinu trokuta ABC ako je zadano:
1) a=11.4cm, b=15cm, y = 47°15;

2) b=5cm, c=7cm, o0 = 95°;

3) a=225cm, ¢ =30cm, = 30°.

Izracunaj povrsinu trokuta ABC ako je zadano:
1) a=11.5cm, f=43°, y =78°;

2) b=4.8cm, oo =18°30', y = 115°22’;
3) ¢=252cm, a=77°30", B =53°.

Ne rabeéi dZepno racunalo izracunaj povrSinu
trokuta ABC ako je:

1) b=16, c=+3(1++3), a =45°;
2) a=1++/3,B=45°,y=60°;

3) b=2,c=+V3-1, =135,

4 a=14+V3,b=v6,c=V3-1.

Ako nijedna od triju stranica trokuta nije veca

. . . 3
od 1 cm, povrSina tog trokuta nije veca od T
Dokazi!

Povrsina trokuta iznosi 33 cm?, a dva su njegova
kuta 53°16’ i 62°18’. Kolika je duljina najkrace
stranice ovog trokuta?

Ako je zadana povr§ina P = 14 cm? trokuta
ABC idvanjegovakuta, 58°22" i 64°48’, odredi
duljinu najdulje stranice trokuta.

Povrsina trokuta iznosi 20 cm?. Dva su njegova
kuta 30° i 45°. Kolike su duljine stranica ovog
trokuta?

Povriina trokuta je 148 cm?, a dva su njegova
kuta oo = 22°35" i f = 45°18’. Kolika je du-
ljina najkrace stranice slicnog trokuta povrSine
333 cm??

Povr§ina trokuta je 112 cm?. Duljine njegovih

dviju stranica su 15 cmi 18 cm. Kolika je duljina
najdulje stranice sli¢nog trokuta ¢ija je povrsina
252 cm??

Odredi duljine stranica b i ¢ te kutove troku-
ta ABC ako je P = 142cm?, a = 35.2cm,
o+ =98°15".

11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Povrsina trokutaje P = 30.2 cm? , umnoZak stra-
nicaje a-b = 64cm? te a = 42°25'. Odredi
duljine stranica i kutove trokuta.

Povrsina trokuta ABC je 25 cm?, umnozak ab
duljina stranica a i b iznosi 58 cm?, a za kutove
o i B vrijedi sina = cosf. Odredi duljine
stranica i kutove trokuta.

. Odredi povrsinu trokuta ABC ako je b + ¢ =

11.5cm, a=25cm i o = 23°.

Izracunaj povrsinu trokuta ABC ako je a — b =
20cm, c=40cm i y = 60°.

_— —

Ako je duljina stranice ¢ trokuta ABC 11 cm, za-
tim oo = 70°40’ te v, = 5 cm, Kkolika je duljina
stranice b ovog trokuta?

Trokut ABC zadanjesa a = 18 cm, b = 20 cm,
vy = 11 cm. Kolika je duljina trece stranice tro-
kuta?

Duljine visina trokuta su 8 cm, 12 cm i 18 cm.
Kolike su duljine stranica i koliki su kutovi ovog
trokuta?

Odredi duljine stranica trokuta ABC ako je v, =
8.7cm, v, = 10.3 cm te y = 48°35'.

Omjer duljina visina v, i v, na stranice a i b
trokuta ABC je 5 : 7, a o« = 66°. Koliki su
ostali kutovi trokuta?

—_— -

Duljine dviju stranica trokutasu 7.5 cmi 11 cm, a
duljina polumjera trokutu opisane kruznice iznosi
8.2 cm. Kolika je duljina trece stranice trokuta?

Ako je u trokutu ABC zadano a = 32cm,
R = 18 cm, y = 33°, odredi ostale stranice i
kutove trokuta.

Izracunaj duljine stranica trokuta ABC ako je
o = 36°25, B = 51°28’, a duljina polumjera
trokutu opisane kruZnice iznosi 24 cm.

Akosu o = 70° i B = 49° dva unutarnja ku-
ta trokuta ABC, a R = 11 cm duljina trokutu
opisane kruznice, kolika je povrsina trokuta?
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

TRIGONOMETRIJA TROKUTA

Duljina polumjera trokutu ABC opisane kruZni-
ce je 7 cm, a opseg trokuta iznosi 25 cm te je
B = 46° . Kolike su duljine stranica trokuta?

U trokutu ABC je ¢ = llcm, R = 12cm te
B = 50°33/28" . Kolika je povrsina trokuta?

—_— -

Duljine stranica trokuta ABC u omjeru su 4 :
5 : 8. Polumjer trokutu opisane kruznice iznosi
9 cm. Kolika je povr$ina trokuta?

Kolika je povrSina trokuta ABC ako je o =
50°12', B = 74°35’, a duljina polumjera upi-
sane kruznice iznosi 2.5 cm?

U trokutu ABC je r =3 cm, 3 =75°,7 = 60°.
Kolika je povrSina trokuta?

Akoje a=10cm, b+c=15cmte r = 1 cm,
kolike su duljine stranica b i ¢ trokuta ABC?

Na zidu visokom 4 m nalazi se stup visine 6 m.
Koliko je od podnoZzja zida udaljena tocka iz koje
se zid i stup vide pod jednakim kutom?

Simetralakuta 8, B = 60° trokuta ABC sije-Ce

nasuprotnu stranicu AC u tocki D te je |CD] :
|AD| = 3 : 5. Kolika su ostala dva kuta trokuta?

Odredi duljinu stranice b trokuta ABC ako je
sq =1lecm, c =15cm, B =41°20".

Kolika je duljina stranice c¢ trokuta ABC ako je
o =53° =065, =135cm?

Dva su kuta trokuta ABC 44° i 72°. Duljina
dijela simetrale treceg kuta koji je unutar trokuta
iznosi 15 cm. Kolika je duljina stranice nasuprot
tom tre¢em kutu?

U trokutu ABC je |AB| = 15cm, |[BC| =
22 cm, te B = 73°28’. Kolike su duljine od-
sjecaka na koje simetrala kuta 8 dijeli stranicu

AC?
— ’ —
U trokutu ABC je b = 12.4cm, ¢ = 17.2cm,

t, = 11 cm. Izraunaj duljinu stranice a ovog
trokuta.

Koliki je kut ¥ u trokutu ABC ako je a = 6 cm,
c=11lcm, t, =8cm?

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

Koliki su kutovi trokuta ABC akoje a = 3.5 cm,
b=2cm, t.=22cm?

Izracunaj duljinu stranice c¢ trokuta ABC ako je
a=32cm, b=20cm it = 18 cm.

Koliki su kutovi trokuta ABC ako su duljine te-
ZiSnica tog trokuta 11 cm, 12 cmi 13 cm?

Izracunaj duljine stranica a i ¢ trokuta ABC ako
jeb=72cm, t, =8cm, t. = 5.8 cm.

Izracunaj duljinu stranice b trokuta ABC ako je
a="70mm, f, = 82 mm, 7. = 58 mm.

Koliki je kut ¥ utrokutu ABC akoje a = 8§ mm,
t, =9 mm, f. = 6.6 mm.

Odredi duljine stranica a i b te kutove troku-
ta ABC akoje ¢ = 18.8cm, f. = 142cm i
ve = 11.8 cm.

TOCNO-NETOCNO PITALICE

Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne, a koje netocne?
Odgovori, a odgovor obrazloZzi.

Jedna je stranica trokuta dvostruko dulja
od druge, a kut nasuprot manje iznosi 25° .
Slijedi da je kut nasuprot vece stranice ma-
nji od 55°. (v]x]
Duljine dviju stranica trokuta su 11 cm i
15 em. Ako je kut nasuprot vecoj od ovih
stranica 73°, Kut nasuprot manjoj iznosi
priblizno 33°13’. (v]x]
Omjer duljina dviju stranica trokuta je 5 :
8. Kut nasuprot vecoj od njih dvostruko
je veéi od kuta nasuprot manjoj stranici.
Kosinus tog veceg kuta je 0.28.

@a

Duljine dviju stranica trokuta su 6 cm i
9 cm, a kosinus kuta nasuprot trecoj stra-
nici iznosi 0.6. PovrSina ovog trokuta je

43.2cm?.

Ako su a, b i ¢ duljine stranica trokuta i
ako je & +b* < A kut nasuprot stranici
c je Siljast.

Najveéi kut trokuta ABC, A(—2,—1),
B(2,—4), C(4,0) iznosi 79°42' .

@a

@a

@a

Bilo koja od visina trokuta uvijek je kraca
od neke njegove stranice.

Ako za visine trokuta vrijedi vq : vp = 3 ¢
41 vy :ve =2 :3, onda je stranica ¢
dvostruko dulja od stranice a.
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- 6.5.] Cetverokut

Cetverokut

Stranice Cetverokuta, njegove kutove i dijagonale obicno oznacavamo kao na
slici.

Cetverokut je odreden ako poznajemo pet njegovih osnovnih elemenata (stranica
ili kutova), no medu njima smiju biti najvise tri kuta jer je Cetvrti kut odreden
iz prvih triju. Ako Cetverokut ima jos neko posebno svojstvo, broj se potrebnih
elemenata smanjuje. Tako je, primjerice, trapez odreden Cetirima elementima jer
je zbroj dvaju kutova uz njegove krakove jednak 180° . Isto vrijedi i za tetivni Ce-
tverokut u kojem je zbroj nasuprotnih kutova 180° te za tangencijalni etverokut
u kojem su zbrojevi nasuprotnih stranica jednaki. Paralelogram je odreden trima
elementima jer je uz dvije njegove stranice dovoljno poznavati jedan njegov kut.
Romb je odreden stranicom i kutom, pravokutnik dvjema stranicama, a kvadrat
jednom stranicom.

Paralelogram

Rjesavanje paralelograma najcesce se svodi na rjeSavanje trokuta na koji taj pa-
ralelogram dijeli jedna ili obje njegove dijagonale.

Neka su zadane stranice a i b paralelograma te njegov kut o . Odredimo duljine
njegovih dijagonala e i f te povrSinu P.

C
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Dijagonale ra¢unamo pouckom o kosinusu:
e =d® +b* +2abcos a,
f?=da*+b*—2abcos .

Odavde zbrajanjem slijedi korisna veza

Dijagonale i stranice paralelograma

Izmedu duljina dijagonala i stranica paralelograma vrijedi relacija
e +f* =2 +1).

Povrsinu paralelograma kojemu znamo duljine stranica i kut racunamo ovako:
P =av, = absin a.

Sva Cetiri trokuta na koja paralelogram dijele njegove dijagonale imaju istu po-

vrsinu (zasto?). Zato je korisno znati da vrijedi i ova formula:

1
P=4.-._.. Sin(p: Eefsin(p.

Povrsina paralelograma

Povrsinu paralelograma ra¢unamo preko duljina njegovih stranica i kuta
medu njima:
P =absina

ili preko duljina dijagonala i kuta medu njima:

1
P = Eef sin .

Duljine stranica paralelograma su 15.2cm i 8.5cm. Ako je jedan kut
paralelograma 66°12’, koliki kut zatvaraju dijagonale?

C

A @ B

@ Najprije pouckom o kosinusu primijenjenom na trokute ABD i ABC izracu-
namo duljine dijagonala paralelograma:

e’ =a® 4+ b* —2abcosa, f?=a*+b*+ 2abcos .
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Zadatak 1.

Primijeti da je o« + 3 = 180° te je B = 180° — o i zbog toga je
cos B = cos(180° — a) = —cos .

Nakon uvrStavanja danih podataka dobijemo e¢ = 14.1 cm i f = 20.19 cm.

Ponovno primijenimo poucak o kosinusu, ali sada na trokut ABS :

% f 2 e f
@=(3) +<5> =255 e

i dobijemo ¢ = 123°55’. No kut dvaju pravaca manji je od dvaju kutova §to
ga ti pravci tvore, pa bi rjeSenje zadatka u skladu s tim bio kut od 56°5.

Siljasti kut paralelograma iznosi 77°12’, a duljine stranica su 15.5 cm i 9.8 cm.
IzraCunaj duljine dijagonala paralelograma.
Koliki kut zatvaraju dijagonale paralelograma?

Kolika je povrsina paralelograma?

Povrsina cetverokuta

Povrsinu bilo kojeg cetverokuta mozemo izracunati ako mu poznajemo duljine
dijagonala i kut medu njima.

Podijelimo cetverokut ABCD dijagonalama na
Cetiri trokuta. PovrSina Cetverokuta jednaka je
zbroju povrSina tih trokuta:

1
P(NABS) = P sin @,

1 1
P(ABCS) = Pn sin(180° — @) = b1 sin @,
A

1 1 1
P(ACDS) = 7 sin @, P(ADAS) = 79m sin(180° — @) = 79m sin @.
Zbrojimo li sada te Cetiri povrsine, dobit c¢emo:
1
P(ABCD) = E(mp + pn + nq + gm) sin @.

No, moZemo pisati: mp+pn—+ng+qgm = p(m+n)+q(m+n) = (m+n)(p+q).
Akakoje m+n=|AC|=eip+q= |BD| =f, konacno je:

1
P= Eef sin .

Povrsina cCetverokuta jednaka je polovici umnoska duljina dijagonala i sinusa
kuta izmedu njih.
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Trapez

Povucemo li vichom D paralelu s drugim krakom trapeza, dobivamo karakteris-
ti¢ni trokut kojem su stranice a—c, b i d, a kutovi uz osnovicu o i f3.

m Odredimo kutove i dijagonale trapeza kojem su osnovice a = 6cm i
c=4cm,akrakovi b=3cmid=4cm.

©® Kroz vth D povucimo paralelu s
krakom b . Dobili smo trokut AED
kojem znamo sve tri stranice, a —
c=2cm,b=3cmid=4%4cm.
Kut o racunamo iz poucka o kosi-
nusu:

42+42°-3?
= ———— =0.6875
COos X 5 4.2

paje o = 46°34.

Kut pri vrthu E jednak je kutu £3:

32422 -4
COSB = 2372 =-0.25

i odavde B = 104°29’. Dijagonale ratunamo takoder pouckom o kosinusu:
e =a*+d*—2adcosa =19 = e=+19cm
f2=a*+b*—2abcosf =54 = f =+/54cm.

Zadatak 2.  IzraCunaj povrSinu trapeza ako su mu zadane duljine osnovica a = 23.44 cm i
¢=11.26 cm iakosu oo = 70°18" i B = 57°40' kutovi uz njegovu osnovicu.

11l FRANGOIS VIETE

Francois Viete (1540. — 1603.) francuski je matematicar, po profesiji pravnik.
Drzi se osnivacem algebre. 1591. g. po prvi put uvodi oznacavanje slovima ne
samo nepoznanica, ve¢ i koeficijenata jednadzbi, omogucivsi tako zapisivanje
rjeSenja algebarskih jednadzbi s pomocu opcih formula, onako kako to i danas
radimo. U trigonometriji je pokazao kako se odreduju nepoznati elementi trokuta,
ravninskog i sfernog, ako su poznata tri njegova podatka. Otkrio je rastav izraza
cosnx i sinnx po potencijama od sinx i cosx.
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Tetivni ¢etverokut

Tetivni Cetverokut je Cetverokut upisan kruznici.
Osnovni poucak o tetivnom cetverokutu kaze da su
njegovi nasuprotni kutovi suplementni. Drugim

rijeima, zbroj dvaju nasuprotnih kutova tetivnog
Cetverokuta iznosi 180°.

Odredimo kutove tetivhog cetverokuta ako su zadane duljine njegovih stra-
nicaa=12cm, b=15cm, c=9cmid=11cm.
@ Primijenimo poucak o kosinusu na trokute ABD i BCD:
|BD|* = @* + d* — 2ad cos o = b* + ¢* — 2bccosy.

No, cetverokut ABCD je tetivni te je o + v = 180° i zbog toga cosy =
—cos o.

Kad to uvazimo u gornjoj jednakosti, ona prima oblik:

@+ d* — 2ad cos o0 = b* + ¢* + 2bc cos .
O¢ito, odavde moZemo odrediti kut . Bit e o = 94°24’.

Zatim imamo: y = 180° — o = 85°36'.

Na jednak nacin nastavljamo s odredivanjem ostalih dvaju kutova cetveroku-
ta.

Zadatak 3.  Dva su Siljasta kuta trapeza 80° i 67°. Duljine osnovica iznose 15 cmi 11 cm.
Kolike su duljine krakova trapeza? Izracunaj povrSinu trapeza.

n U elektroni¢kom dijelu udzbenika rijeSi dodatne zadatke vezane uz ¢etverokut. E
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- Zadatci 6.5.

44

10.

11.

Duljine stranica paralelogramasu 11.5cmi 16.8 cm,

ajedan unutarnji kut paralelogramaiznosi 135°16/ .
Kolike su duljine dijagonala paralelograma?

Duljine dijagonala paralelograma su 6.4 cm i
11 cm, a duljina jedne njegove stranice iznosi
7 cm. Koliki je kut izmedu dijagonala paralelo-
grama?

Duljine dijagonala paralelograma su 12.4 cm i
18.6 cm, a zatvaraju kut od 83°15’. Kolike su
duljine stranica paralelograma?

Duljine stranica paralelogramasu 15 cm i 20 cm,
a duljina jedne njegove dijagonale iznosi 32 cm.
Koliki su unutarnji kutovi paralelograma i kolika
je duljina njegove druge dijagonale?

Duljine stranica paralelograma su 32 cm i 38 cm,
a duljina jedne dijagonale je 27 cm. Koliki su
unutarnji kutovi paralelograma?

Duljine stranica paralelogramasu 11 cmi7.2 cm,
a njegova povrsina iznosi 52 cm? . Kolike su du-
ljine dijagonala paralelograma?

PovrSina paralelograma je 14.8 cm?, a duljine
dijagonalasu 5 cmi 8 cm. Kolike su duljine stra-
nica i koliki su unutarnji kutovi paralelograma?

Dijagonala paralelograma dijeli njegov unutarnji
kut na dijelove od 45° i 60°. U kojem su omjeru
duljine stranica paralelograma?

—_— -

Dijagonala jednakokracnog trapeza dugacka je
75 cm i dijeli unutarnji kut trapeza na dva dijela
od 36° i 80°. Kolike su duljine stranica trapeza?

Duljine osnovica trapeza su ¢ = 7.2cm i ¢ =
3cm, a duljine krakova b = 55cm i d =
3.8 cm. Koliki su unutarnji kutovi trapeza i ko-
like su duljine dijagonala trapeza?

Duljine osnovica trapeza su 12.5 cmi4 cm, a dva
su Siljasta kuta 72° i 58°. Izracunaj povrSinu
tog trapeza.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Duljine dijagonala trapezasu 13 cm i 18 cm, akut
izmedu dijagonala iznosi @ = 109°45’. Kolika
je povrsina trapeza?

Jednakokracnom trapezu moze se upisati kruzni-
ca i njezin je polumjer dugacak 6 cm. Ako je
Siljasti kut trapeza 80°, kolika je duljina dijago-
nale trapeza?

_— —

U tetivnom Cetverokutuje a = 8 cm, b = 9 cm,
¢ =13cm, d = 10 cm. Izracunaj mu kutove i
povrsinu.

U tetivnom je Cetverokutu a = 7 cm, ¢ = 4 cm,
o =35°6'54", R=5cm. Izracunaj b, d i 3.

U tetivnom je Cetverokutu zadano b = 5.1 cm,
c=4cm,d=3.6cm iR =4.25cm. Koliki
su njegovi kutovi?

U tetivnom je Cetverokutu zadano a = 6 cm,
b=25cm, c=56cmie=65cm. Izra-
cunaj njegove kutove, stranicu d, dijagonalu f i
povrsinu P.

U tetivnom je Cetverokutu zadano a = 40, b =
30, ¢ = d = 13, f = 37. IzraCunaj njegove
kutove.

—_— -

Tetive AB i CD iste kruZnice sijeku se u tocki
M pod kutom od 83°. Ako je |AB| =24 cm te
|CM| = 8 cm i [MD| = 12 cm, koliki je opseg
cetverokuta ADBC?

U cetverokutu ABCD kutovi pri vchovima B i D
su pravi. Iz vrthova A i C polozene su okomice
na dijagonalu BD, a njihova noZista su tocke E
i F. Dokazi da je |BF| = |DE|.

Rijesi zadatke s drzavne mature koji
su tematski vezani uz ovo poglavlje.




